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Mécanique des milieux continus généralisés

Principe de I'action locale: seule compte I'histoire d’un voisinage
arbitrairement petit de la particule X

[Truesdell, Toupin, 1960] [Truesdell, Noll, 1965]

action
locale
Milieu
Continu
action o o ]
= théorie non locale: formulation intégrale [Eringen, 1972]
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Mécanique des milieux continus généralisés

Principe de I'action locale: seule compte I'histoire d'un voisinage
arbitrairement petit de la particule X

[Truesdell, Toupin, 1960] [Truesdell, Noll, 1965]

milieu

materlellement —- Milieu de Cauchy (1823)
simple: (classique / Boltzmann)
Cosserat (1909)
. - u,R
action milieu T
d’ordre n
locale micromorphe
[Eringen, Mindlin 1964
milieu non u,x
materlellement R

simple second gradient
Milieu [Mindlin, 1965]
milieu FFO
Continu de degrén mE®

gradient de variable
interne [Maugin, 1990]
. u,a
action
= théorie non locale: formulation intégrale [Eringen, 1972]
non locale
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Ini. J. Solids Siructures, 1968, Vol. 4, pp. 109 to 124. Pergamon Press. Printed in Great Britain

S

ON FIRST STRAIN-GRADIENT THEORIES IN
LINEAR ELASTICITY

R. D. MiNDLIN
Department of Civil Engineering, Columbia University

and

N. N. EsHEL

Department of Civil Engineering, The City College,
University of the City of New York

Abstract—This paper contains a study of the linear theory of elasticity in which the potential energy-density
depends on the gradient of the strain in addition to the strain.

In the first part of the paper, three forms of the theory are compared and the relations connecting the
stresses in the three forms and the boundary conditions in the three forms are derived. In the second part of
the paper, ambiguities in the form of the moment-equation of equilibrium and the definition of couple-stress
are resolved by a derivation based on conservation principles rather than the variational principles employed
previously.
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Journal de Méennique,
Val. 12, No 2, Juin 1873.

La méthode
des puissances virtuelles en mécanique
des milieux continus

PREMIERE PARTIE

Théorie du second gradient

P, GERNMAIN*
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Milieu du second gradient

o degrés de liberté
DOF :={u}

e espace des champs virtuels
Vo={u}, V={u,uaeV, aeV- eV}

Les champs i1 sont supposés au moins deux fois continiiment
différentiables
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Efforts intérieurs

La densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs est la forme
linaire la plus générale portant sur I'ensemble des variables de V) :

P =g: (0 @V + Si(i ® V' ® V)

~

Les grandeurs duales associées aux premier et second gradients de
vitesses sont le tenseur des forces—contraintes g et le tenseur dit
des hyper—contraintes S (Sjjx = Sikj). L'axiome de la puissance
virtuelle des efforts intérieurs stipule que P() est nulle pour tout
mouvement de corps rigide = g est symétrique D C V :

'p(")(u)—/p— ((z -~ $.99).9¢) ai av

+ /D ((.9)-v°+ (@ © V¥) : §).¥) av

(Germain, 1973)
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Efforts intérieurs

La densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs est la forme
linéaire la plus générale portant sur I'ensemble des variables de V) :

p) =g:(a ® V) + St ® Ve V)

~

Les grandeurs duales associées aux premier et second gradients de
vitesses sont le tenseur des forces—contraintes g et le tenseur dit
des hyper—contraintes S (Sjx = Sikj). L'axiome de la puissance
virtuelle des efforts intérieurs stipule que P() est nulle pour tout
mouvement de corps rigide = g est symétrique D C V :

PO, 'T):/ ~((z - .99).v¢) i av
+/8D (g -59)n) . +(Sn): (i © V) d
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Formule de Stokes pour les surfaces

On définit les opérateurs dérivée tangentielle D , et dérivée
normale D,, d'un champ de vecteurs u sur une frontiere S :

uV=u®D,+(Du)®n, avec Du =(u®V)n

Le théoreme de la divergence sur une surface réguliere S appuyée
sur un contour I s'énonce

/Dt.udS:/QRn.udS+/V.ud/ avec v =t Xn
S S r

ou 2R = D ,.n est le double de la courbure moyenne de la surface
au point courant.
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Efforts intérieurs

Comme il subsiste encore un gradient de la vitesse dans la
contribution surfacique, on peut une seconde fois appliquer le
théoreme de la divergence mais dans le cas d'une surface fermée
sans aréte pour simplifier

~

PO@) = /D_ (¢ — $v).v¢) i av

~ ~

+/6D ((a — SV).n +2RS:(n®n) — (é,g),gt) "

+ ($:(@n)). Do ds

ou D, et D, désignent respectivement les opérateurs dérivées
normale et tangentielle définis précédemment.
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Efforts extérieurs

o efforts volumiques
P(e):/ (t.g‘ +C:W+ P:D + gE(Q®VC®VC)>dV
D

ou D et W sont respectivement les parties symétrique et
antisymétrique du gradient des vitesses. Les grandeurs duales
introduites sont les simples forces de volume f, les couples de
volume C et les doubles forces de volume P qui peuvent en
principe exister dans la théorie classique. Les triples forces P
ne peuvent exister qu'au sein d'un milieu de degré 2.

o efforts surfaciques. La forme la plus générale de la puissance
des efforts de contact apparait en considérant la forme de la
contribution surfacique dans |'expression transformée des
efforts intérieurs :

Ve={a,Da}, p9=tu + M.Dyu
ou t est le vecteur contrainte, M une double force normale
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Equations d’équilibre
L'application du principe des puissances virtuelles
PO e V) = PEOW* e Vo) + P9 € V°)
conduit aux équations d’'équilibre en volume :
TVe+f =0 ae 17=g-P—-C-SV°+ PV*

et au contour :

t T.
M = S:(n®n)

L'équilibre mécanique est décrit par une seule équation aux
dérivées partielles faisant intervenir la divergence d'un tenseur de
contraintes effectives T. Les contraintes effectives contiennent la
contribution des contraintes intrinseques g, celles pour lesquelles
des lois de comportement seront nécessaires. Des lois de
comportement sont aussi nécessaires pour les hypercontraintes.
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Bilan d’énergie

Le premier principe de la thermodynamique des milieux continus
prend ici la forme :

pé=g:(®V) +SH(1aVRV) —-qV +r

ol € est la densité volumique d'énergie interne du milieu
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Second principe de la thermodynamique des milieux
continus

e L'inégalité de Clausius—Duhem s'écrit ici :

p(Ti—&) +g: @OV +S a0V eV— %.(VCT) > 0
e (Cas isotherme, en introduisant la densité d'énergie libre
V=ec—Tn
~pV+g:(l®V) + 8100V RV >0

e Cas de I'élasticité en transformations infinitésimales :

1
W(§25(9®V+V®g), K)

~

ov ov

q:p(?ig’ ::P%
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Second gradient du déplacement ou gradient de
déformation?

1
§:§(Q®V+V®Q, K=gaV

La méme information est contenue dansu ® V ® V et dans

e ® V. Il n'y a donc qu'une seule théorie du second gradient,
méme si elle peut étre présentée d'au moins trois facons différentes
comme dans (Mindlin and Eshel, 1968). En effet, le gradient de g
s'exprime comme une fonction linéaire deu ® V ® V.
Inversement, le second gradient du déplacement est lié au gradient
de déformation par la relation établie par (Toupin, 1962) en
grandes transformations :

FOoV=FT(CaoV+1lr:(VaC)-VaC)
i.e. dans le contexte des petites déformations :

uRVeV=EV-ce (Ve
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Elasticité linéaire du second gradient

Degrés de liberté
u u;

Mesures de déformation
e=lua Vv, K=eoV gij = Uij),  Kik = €ijk

Equations d’'équilibre
(U—§.V).V+f:0 UUJ_SUk,jk+ﬁ:0

Conditions aux limites
t=(g—-SV)n—-(Sn)D,+2RS:(n®n)

ti = (U,‘j — 5,-J-k7k)nj — Djsljknk + 2RS,-J-knjnk

=S (n ®ﬂ) M; = S,-J-knjnk

~
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Elasticité linéaire du second gradient
Potentiel d’élasticité isotrope

1
W= ZAciiej + pejey + a1 K K + a2 Kjji Ky
+ a3 Kyii Kijj + aa Kiji Kiji + as Kiji Kij

Relations d’élasticité isotrope

gjj = Ae,,,,é,-j + 2uej;

1
Sik = 5 a1 (Kopk 0 + Kppj dixc + 2 Kipp 9jk)

+2a Kpp,' 5jk + a3 (Kkpp 5ij + ijp 5ik)
+ 2 ag KkU + as (Kijk + Kjik)
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Elasticité linéaire du second gradient

S K1
5112 K112
St Koz
=[A
Soon [A] Koz
Sio1 K121
Si2 K1z
2a 0 a1 + 2ax 0 0 a1 + 2as3
0 2(32 + 34) 0 a1 +2a a1+ 2as 0
[A] = ar + 2a 0 2(a2 + as) 0 0 ay + 2as
B 0 a1 + 2a» 0 2a a1 + 2a3 0
0 %31 + as 0 %21 + a3 345 0
%al + a3 0 %a1 + as 0 0 9345
a = ar+a+ a3+ as+ as, s = a3+ 2as+ as
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Effets d’échelle en théorie du second gradient

e Longueur caractéristique/interne :

A
le=4/2
W

e Conséquence : la concentration de contrainte au bord d'un
trou dépend de la taille du trou

e une certaine non localité...

e équations aux dérivées partielles d'ordre 4; analogie :

1D 2D 3D
analyse poutre plaque théorie du
asymptotique | d'Euler—Bernoulli | de Love—Kirchhoff second
gradient
cinématique poutre plaque Cosserat,
locale de Timoshenko de Mindlin micromorphe
approchée
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Effets d’échelle en théorie du second gradient

e Longueur caractéristique/interne :

A
o=/~
W

e Conséquence : la concentration de contrainte au bord d'un
trou dépend de la taille du trou

e une certaine non localité...
e équations aux dérivées partielles d'ordre 4; analogie

e Toupin remarque que, dans un milieu non centro—symétrique,
une surface libre est le siege de déformations résiduelles...
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Int. J. Solids Structures, 1965, Vol. 1, pp. 417 to 438. Pergamon Press Lid. Printed in Great Britain

SECOND GRADIENT OF STRAIN AND SURFACE-TENSION IN
LINEAR ELASTICITY

. R. D. MINDLIN
Department of Civil Engineering, Columbia University, New York, N.Y.

Abstract—In this paper there is formulated a linear theory of deformation of an elastic solid in which the
potential energy-density is a function of the strain and its first and second gradients. This is a theory in which
cohesive force and surface-tension are intrinsic. A solution is given for the strain and surface-tension, or
surface-energy per unit area, resulting from separation of a solid along a plane; and a comparison is made
with an analogous lattice model. Also presented are a general solution of the displ t-equation of equili-
brium in terms of stress functions and the particular solution for the concentrated force. The special case of a
liquid is idered and the solutions are given for the surface-tensions at plane and spherical surfaces, .
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Milieu du troisieme gradient
e troisieme gradient du déplacement = second gradient de la
déformation

e contexte infinitésimal, on vise |'élasticité linéarisée

DOF = {i1}

contraintes généralisées : simples, doubles et triples forces
surfaciques

e énergie '
pé = pth
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Conditions d’équilibre

o efforts extérieurs

P(e):/f.ﬁdv, 73(">:/ ( g
D oD

vecteurs—contraintes généralisés

| o=+ —
=
+
([ )
O
3
=
+
o=+ o
O
3N
=
N~
Q.
W

e équations de champs

contrainte effective

(Mindlin, 1965)
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[ N o=+ —

e+

Conditions d’équilibre

e conditions aux limites

w

=70+ ((6-5.9)n+(@n)D,~(n®D,)(7:(n®n))).D,

(G—3.V):(n@n)+(@n).

[w]
=
=
+
[Qw
=
®
-
[w]
oy

5(n@n@n)

e opérateur D
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Loi de comportement

e potentiel d’'élasticité linéarisée isotrope

111 11 2 2 2 2 2 2
pV = 5)\5ii5jj + pEGE) + a1€ijj€ikk + A2EiikEkjj + A3EiikE jjk
2 2 2 2 3 3 3 3
+  asgij€ijk + as€jikEkji + br€iijiE ki + b2gjkkEiji
3 3 3 3 3 3 2 2
+  b3€jjjkEjkn + baCijjkEij + bsEijjkE ik + beCijk€jjk

3 3 13 13 13 3
+  br€jjkEjui + CL€ii€jjkk + C2EijEijkk + C3Eji€kkij T+ boEiijj

18 modules d’élasticité

e lois d’élasticité

1 ov 2 ov 3 ov
g=p—7» =P %, 0=p—
Oe Oe Oe

(Toupin, 1962; Mindlin, 1964; Mindlin, 1965)
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Lois de comportement

e contexte infinitésimal

/2:%, Veou <1, I[VeaVeu<l PVeVeVeu<l

e lois d’élasticité
1

Opg = )‘Su‘qu + 2M5pq + Cleuufqu + C25pqu +5 C3(5~pq + Squ)
2 2
O pgr = a1 (Epiidqr + Eqii5pr) + 532(€iip5qr + 25rii6qp + 6iiq5pr)
2 2 2 2
+ 233€iir6pq + 2a45pqr + 35(5rqp + Erpq)
3 23
O pgrs - 3€Hjj5pqrs + = 3 b2EJkH 6Jkpqrs + 6 b3((€ujk + Eukj)(sjkpqrs + 28Jsu(squr)
3 3 3 3 3 3
+ §b45iisj6qur + §b55iijs(5qur + 2b65pqrs + §b7(€qrsp + 5rqu + Equr)
1 1 1 1 1 1 1
+ gclsii(qurs + §C25ij6iqurs + §C35i55ipqr + gbo(qurs

e tenseurs identité d'ordres 4 et 6
Sijt = 056k + SiSjt + djcdir
Ojjkimn = 0ik0ij0mn + JikOjmOin + GitjmOkn
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Tension de surface

T . - N

e La contribution = bydpqrs représente des forces de cohésion, homogenes
et auto—équilibrées. Le module de cohésion est by. Elle donne lieu a une
tension de surface, énergie par unité de surface, associée a la formation
d'une nouvelle surface.

e La tension de surface moyenne d'un solide du troisieme gradient, de
volume V et de surface A, est définie par

w

I, W = p\ll dVv

v

e Avec le potentiel élastique défini précédemment, I'énergie libre moyenne

T=

W=1[(a":Vou+o2VaVeu+ao :
VoVvVeVeVeu)dV+ib [, VV.udV
e En I'absence d’efforts extérieurs t' = t2 = t3 = 0, seul le dernier terme
subsiste

= b 2 bO/
2A/VVng 24 |0 V(Vu)ds

ce qui permet de définir la tension de surface ponctuelle, ou énergie de
surface par unité de surface

T— %bgg.V(V.g)
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Déformation et tension de surface
e On considére un demi—plan x > 0 libre d’efforts extérieurs :

2 3
=t=t=0 en x=0

e On recherche un déplacement de la forme
/
Uy = Ux(x),u, = u, =0, €=u

e | 'équation d'équilibre donne
1y 2y 3 "
Oxx — Oxxx T Oxxxx = 0

e La loi d'élasticité fournit, dans ces conditions

1
Oxx = (A+2u)e+ce", avec c=ca+ca+c

a=2(az+ as)

3 bg + e + be", avec b= 2(bs+ bg)
32/39

O xxxx =

2

=/
Oxxx =&, avec
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Déformation et tension de surface

e L’'équation d'équilibre fournit une équation différentielle
d'ordre 6

d? d?  d?u
2 2 x _
(1- /11@)(1 - ﬁz@)@ =0

ou les coefficients /11 et /o sont des longueurs
caractéristiques, réelles ou complexes, intervenant dans
I'’équation de Navier généralisée

e La solution du probléme aux limites précédent est de la forme

X
uy = A exp(——1

) + Az eXP(—i)
1 ho
ol les constantes peuvent étre identifiées a partir des
conditions aux limites précédentes. Si les longueurs sont
complexes, alors la solution s'exprime comme une somme de
produits de fonctions sinusoidales et exponentielles
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Déformation et tension de surface

e On trouve alors I'expression de la tension de surface

1 1
T = —§b0€/(0) = —Ebo(

A A
S
G I
_ (2 - 1)
2(A 4 2u) (ha (15 + 135)? = ha(/y + 150)?)
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Modele de réseau atomique 1D

e points en x = n (n entiers relatifs)

e les forces entre particules sont limitées aux premiers, seconds et
troisiemes voisins; elles sont supposées linéaires par rapport au
déplacement relatif correspondant

e le réseau est séparé entre n =0 et n = —1, et on étudie le réseau n > 0;
la séparation est effectuée en ajoutant des efforts égaux et opposés aux
résultantes des forces initiales exercées par le réseau sur les particules
0,1,2 par les particules -1,-2,-3; ces forces sont initialement
auto—équilibrées

Po+Pi+P=0

e |'équilibre du demi-réseau s'écrit

Py = ai(ur — o)+ ao(u2 — wo) + as(us — wo)
Pi = (2 —2u1 4 w) + az(us — 1) + az(us — 1)
2
P, = Zoz,—(u2+i — 2w+ ur—i) + az(us — w2)
i—1
2
0 = Zai(unJri —2u, + Unfi)

i=1
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Modele de réseau atomique 1D

e En adoptant la notation
A? = i1 —2uptun_1, A" = Upyr—8uni14+6up—4un_1+Un o, ...
I'équation du mouvement se met sous la forme

(1= A2A%)(1— X\A2%)A%u, =0

ol les \; s'exprime en fonction des «;

e Une solution s'annulant pour n — 0 est
up = Ayexp(—n/l) + Ay exp(—n/l;)

de la méme forme que la solution continue

e identification de certaines des modules d’élasticité généralisés
en fonction des caractéristiques atomiques
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Cas du fluide élastique

e Le potentiel d’élasticité ne dépend que de la dilatation infinitésimale
A=V.u

PYA(A, VA, VRVA)=1AA’+aVAVA+ b (VA + (Ve VA):
(V®VA)+ aAV3A + VA

e pressions généralisées

— ov _ 2
P = —Pux = AA — VA
ov
P = “Paya - VA
B ov . 2

e équation d’'équilibre
p—Vp+(VaV):r=0
en I'absence d'efforts volumiques

e |a tension de surface est 1
T = Ebog.VA
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Tension de surface du fluide élastique
e Surface fluide plane A = Apexp(—x/h) + Axexp(—x/h)

_ b3 (17 — 13)
— 20M(h( + 18)2 = k(1 +15)?)

e Surface fluide sphérique de rayon ry

To

To
1 + (8[)2 To/bgro

/ /
A = Ay Lsinh(r/h)+A 2 sinh(r/h), T
r r
Retrouve—t—on la loi de la Laplace? délicat pour la pression
dont le sens est multiple ici! mais clair pour la dilatation

moyenne de la sphere :

A=

33/ Adv~ 0T
4rrd Jy boA ro

développement au premier ordre en fonction de la courbure de
la surface
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Conclusions

e La mécanique des milieux continus généralisés permet de
rester continu a de petites échelles, sans doute de I'ordre de
quelques distances atomiques, au moins en élasticité.

Traitement par des frontieres diffuses.

Autres applications (second gradient seulement!) :

* instabilité de Grinfeld (Danescu and Sidoroff, 1998)
* identification des constantes d'élasticité par atomistique
(Maranganti and Sharma, 2007)

Etendre Mindlin aux contraintes de surface plus générales?
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