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Mécanique des milieux continus généralisés

Principe de l’action locale: seule compte l’histoire d’un voisinage
arbitrairement petit de la particule X
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théorie non locale: formulation intégrale [Eringen, 1972]
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Milieu du second gradient

• degrés de liberté
DOF := {u }

• espace des champs virtuels

V◦ = {u̇ }, V = {u̇ , u̇ ⊗∇c , u̇ ⊗∇c ⊗∇c}

Les champs u̇ sont supposés au moins deux fois continûment
différentiables
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Efforts intérieurs
La densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs est la forme
linéaire la plus générale portant sur l’ensemble des variables de V :

p(i) = σ∼ : (u̇ ⊗∇c) + S∼
... (u̇ ⊗∇c ⊗∇c)

Les grandeurs duales associées aux premier et second gradients de
vitesses sont le tenseur des forces–contraintes σ∼ et le tenseur dit
des hyper–contraintes S∼ (Sijk = Sikj). L’axiome de la puissance

virtuelle des efforts intérieurs stipule que P(i) est nulle pour tout
mouvement de corps rigide =⇒ σ∼ est symétrique D ⊂ V :

P(i)(u̇ ) =

∫
D
−

(
(σ∼ − S

∼
.∇c).∇c

)
.u̇ dV

+

∫
D

(
(u̇ .σ∼).∇c + ((u̇ ⊗∇c) : S

∼
).∇c

)
dV

(Germain, 1973)
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Efforts intérieurs

La densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs est la forme
linéaire la plus générale portant sur l’ensemble des variables de V :

p(i) = σ∼ : (u̇ ⊗∇c) + S∼
... (u̇ ⊗∇c ⊗∇c)

Les grandeurs duales associées aux premier et second gradients de
vitesses sont le tenseur des forces–contraintes σ∼ et le tenseur dit
des hyper–contraintes S∼ (Sijk = Sikj). L’axiome de la puissance

virtuelle des efforts intérieurs stipule que P(i) est nulle pour tout
mouvement de corps rigide =⇒ σ∼ est symétrique D ⊂ V :

P(i)(u̇ , Ṫ ) =

∫
D
−

(
(σ∼ − S

∼
.∇c).∇c

)
.u̇ dV

+

∫
∂D

((
(σ∼ − S

∼
.∇c).n

)
.u̇ + (S

∼
.n ) : (u̇ ⊗∇c)

)
dS
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Formule de Stokes pour les surfaces

On définit les opérateurs dérivée tangentielle D t et dérivée
normale Dn d’un champ de vecteurs u sur une frontière S :

u ⊗∇ = u ⊗D t + (Dnu )⊗ n , avec Dnu = (u ⊗∇).n

Le théorème de la divergence sur une surface régulière S appuyée
sur un contour Γ s’énonce∫

S
D t .u dS =

∫
S

2Rn .u dS +

∫
Γ
ν .u dl avec ν = t × n

où 2R = D t .n est le double de la courbure moyenne de la surface
au point courant.
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Efforts intérieurs

Comme il subsiste encore un gradient de la vitesse dans la
contribution surfacique, on peut une seconde fois appliquer le
théorème de la divergence mais dans le cas d’une surface fermée
sans arête pour simplifier

P(i)(u̇ ) =

∫
D
−

(
(σ∼ − S

∼
.∇c).∇c

)
.u̇ dV

+

∫
∂D

(
(σ∼ − S

∼
.∇c).n + 2RS∼ : (n ⊗ n ) − (S

∼
.n ).D t

)
.u̇

+
(
S∼ : (n ⊗ n )

)
.Dnu̇ dS

où Dn et D t désignent respectivement les opérateurs dérivées
normale et tangentielle définis précédemment.
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Efforts extérieurs

• efforts volumiques

P(e) =

∫
D

(
f .u̇ + C∼ : W∼ + P∼ : D∼ + P

∼
:̇ (u̇ ⊗∇c ⊗∇c)

)
dV

où D∼ et W∼ sont respectivement les parties symétrique et
antisymétrique du gradient des vitesses. Les grandeurs duales
introduites sont les simples forces de volume f , les couples de
volume C∼ et les doubles forces de volume P∼ qui peuvent en
principe exister dans la théorie classique. Les triples forces P

∼
ne peuvent exister qu’au sein d’un milieu de degré 2.

• efforts surfaciques. La forme la plus générale de la puissance
des efforts de contact apparâıt en considérant la forme de la
contribution surfacique dans l’expression transformée des
efforts intérieurs :

Vc = {u̇ ,Dnu̇ }, p(c) = t .u̇ + M .Dnu̇

où t est le vecteur contrainte, M une double force normale
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Equations d’équilibre
L’application du principe des puissances virtuelles

P(i)(ϑ∗ ∈ V) = P(c)(ϑ∗ ∈ Vc) + P(e)(ϑ∗ ∈ V◦)

conduit aux équations d’équilibre en volume :

τ∼.∇c + f = 0 avec τ∼ = σ∼ − P∼ − C∼ − S
∼
.∇c + P

∼
.∇c

et au contour :

t = τ∼.n + 2RS∼ : (n ⊗ n ) − (S
∼
.n ).D t

M = S∼ : (n ⊗ n )

L’équilibre mécanique est décrit par une seule équation aux
dérivées partielles faisant intervenir la divergence d’un tenseur de
contraintes effectives τ∼. Les contraintes effectives contiennent la
contribution des contraintes intrinsèques σ∼ , celles pour lesquelles
des lois de comportement seront nécessaires. Des lois de
comportement sont aussi nécessaires pour les hypercontraintes.
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Bilan d’énergie

Le premier principe de la thermodynamique des milieux continus
prend ici la forme :

ρ ε̇ = σ∼ : (u̇ ⊗∇c) + S
∼

:̇ (u̇ ⊗∇c ⊗∇c) − q .∇c + r

où ε est la densité volumique d’énergie interne du milieu
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Second principe de la thermodynamique des milieux
continus

• L’inégalité de Clausius–Duhem s’écrit ici :

ρ (T η̇ − ε̇) + σ∼ : (u̇⊗∇c) + S∼
... u̇⊗∇c⊗∇c−

q

T
.(∇cT ) ≥ 0

• Cas isotherme, en introduisant la densité d’énergie libre

Ψ = ε− Tη

−ρΨ̇ + σ∼ : (u̇ ⊗∇c) + S∼
... u̇ ⊗∇c ⊗∇c ≥ 0

• Cas de l’élasticité en transformations infinitésimales :

Ψ(ε∼ =
1

2
(u ⊗∇ + ∇⊗ u ), K∼ )

σ∼ = ρ
∂Ψ

∂ε∼
, S∼ = ρ

∂Ψ

∂K∼
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Second gradient du déplacement ou gradient de
déformation?

ε∼ =
1

2
(u ⊗∇ + ∇⊗ u , K

∼
= ε∼⊗∇

La même information est contenue dans u ⊗∇⊗∇ et dans
ε∼⊗∇. Il n’y a donc qu’une seule théorie du second gradient,
même si elle peut être présentée d’au moins trois façons différentes
comme dans (Mindlin and Eshel, 1968). En effet, le gradient de ε∼
s’exprime comme une fonction linéaire de u ⊗∇⊗∇.
Inversement, le second gradient du déplacement est lié au gradient
de déformation par la relation établie par (Toupin, 1962) en
grandes transformations :

F∼ ⊗∇ = F∼
−T .(C∼ ⊗∇ + 1∼∼T : (∇⊗ C∼)−∇⊗ C∼)

i.e. dans le contexte des petites déformations :

u ⊗∇⊗∇ = ε∼⊗∇− ε
∼

. ε∼ : (∇⊗ ε∼)
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Elasticité linéaire du second gradient

Degrés de liberté
u ui

Mesures de déformation
ε∼ = {u ⊗∇}, K

∼
= ε∼⊗∇ εij = u(i ,j), Kijk = εij ,k

Equations d’équilibre

(σ∼ − S
∼
.∇).∇ + f = 0 σij ,j − Sijk,jk + fi = 0

Conditions aux limites
t = (σ∼ − S

∼
.∇).n − (S

∼
.n ).D t + 2RS∼ : (n ⊗ n )

ti = (σij − Sijk,k)nj − DjSijknk + 2RSijknjnk

M = S∼ : (n ⊗ n ) Mi = Sijknjnk
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Elasticité linéaire du second gradient

Potentiel d’élasticité isotrope

W =
1

2
λ εii εjj + µ εij εij + a1 Kkii Kjjk + a2 Kjji Kkki

+ a3 Kkii Kkjj + a4 Kkji Kkji + a5 Kkji Kijk

Relations d’élasticité isotrope

σij = λεppδij + 2µεij

Sijk =
1

2
a1 (Kppk δij + Kppj δik + 2 Kipp δjk)

+ 2 a2 Kppi δjk + a3 (Kkpp δij + Kjpp δik)

+ 2 a4 Kkij + a5 (Kijk + Kjik)
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Elasticité linéaire du second gradient

8>>>>>><>>>>>>:

S111

S112

S221

S222

S121

S122

9>>>>>>=>>>>>>;
= [A]

8>>>>>><>>>>>>:

K111

K112

K221

K222

K121

K122

9>>>>>>=>>>>>>;

[A] =

26666664
2 a 0 a1 + 2a2 0 0 a1 + 2a3

0 2(a2 + a4) 0 a1 + 2a2 a1 + 2a5 0
a1 + 2a2 0 2(a2 + a4) 0 0 a1 + 2a5

0 a1 + 2a2 0 2a a1 + 2a3 0
0 1

2
a1 + a5 0 1

2
a1 + a3 a345 0

1
2
a1 + a3 0 1

2
a1 + a5 0 0 a345

37777775
a = a1 + a2 + a3 + a4 + a5, a345 = a3 + 2 a4 + a5
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Effets d’échelle en théorie du second gradient

• Longueur caractéristique/interne :

lc =

√
A

µ

• Conséquence : la concentration de contrainte au bord d’un
trou dépend de la taille du trou

• une certaine non localité...

• équations aux dérivées partielles d’ordre 4; analogie :

1D 2D 3D

analyse poutre plaque théorie du
asymptotique d’Euler–Bernoulli de Love–Kirchhoff second

gradient

cinématique poutre plaque Cosserat,
locale de Timoshenko de Mindlin micromorphe

approchée
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Effets d’échelle en théorie du second gradient

• Longueur caractéristique/interne :

lc =

√
A

µ

• Conséquence : la concentration de contrainte au bord d’un
trou dépend de la taille du trou

• une certaine non localité...

• équations aux dérivées partielles d’ordre 4; analogie

• Toupin remarque que, dans un milieu non centro–symétrique,
une surface libre est le siège de déformations résiduelles...
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Milieu du troisième gradient

• troisième gradient du déplacement ≡ second gradient de la
déformation

• contexte infinitésimal, on vise l’élasticité linéarisée

DOF = {u̇ }
1
ε∼ =

1

2
(u⊗∇+∇⊗u ),

2
ε = ∇⊗∇⊗u ,

3
ε = ∇⊗∇⊗∇⊗u

Ψ(
1
ε∼,

2
ε,

3
ε)

• densité de puissance des efforts intérieurs

p(i) =
1
σ∼ :

1
ε̇∼ +

2
σ
...
2
ε̇ +

3
σ ::

3
ε̇

contraintes généralisées : simples, doubles et triples forces
surfaciques

• énergie
ρε̇ = p(i)
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Conditions d’équilibre

• efforts extérieurs

P(e) =

∫
D

f .u̇ dV , P(i) =

∫
∂D

(
1
t .u̇ +

2
t .Dnu̇ +

3
t .D2

n u̇

)
dS

vecteurs–contraintes généralisés

• équations de champs

τ∼.∇ + f = 0

contrainte effective

τ∼ =
1
σ∼ −

2
σ.∇ + (

3
σ.∇).∇

(Mindlin, 1965)
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Conditions d’équilibre

• conditions aux limites

1
t = τ∼.n +

(
(
2
σ − 3

σ.∇).n + (
3
σ.n ).D L − (n ⊗D t).(

3
σ : (n ⊗ n ))

)
.D L

2
t = (

2
σ − 3

σ.∇) : (n ⊗ n ) + ((
3
σ.n ).D L).n + (

3
σ : (n ⊗ n )).D L

3
t =

3
σ
...(n ⊗ n ⊗ n )

• opérateur D L

D L = (n .D t)n −D t
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Loi de comportement

• potentiel d’élasticité linéarisée isotrope

ρΨ =
1

2
λ

1
εii

1
εjj + µ

1
εij

1
εij + a1

2
εijj

2
εikk + a2

2
εiik

2
εkjj + a3

2
εiik

2
εjjk

+ a4
2
εijk

2
εijk + a5

2
εijk

2
εkji + b1

3
εiijj

3
εkkll + b2

3
εijkk

3
εijll

+ b3
3
εiijk

3
εjkll + b4

3
εiijk

3
εllkj + b5

3
εiijk

3
εlljk + b6

2
εijk

2
εijk

+ b7
3
εijkl

3
εjkli + c1

1
εii

3
εjjkk + c2

1
εij

3
εijkk + c3

1
εij

3
εkkij + b0

3
εiijj

18 modules d’élasticité

• lois d’élasticité

1
σ∼ = ρ

∂Ψ

∂
1
ε∼

,
2
σ = ρ

∂Ψ

∂
2
ε

,
3
σ = ρ

∂Ψ

∂
3
ε

(Toupin, 1962; Mindlin, 1964; Mindlin, 1965)
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Lois de comportement

• contexte infinitésimal

l2 =
ai

µ
, |∇⊗ u| � 1, l |∇⊗∇⊗ u| � 1, l2|∇⊗∇⊗∇⊗ u| � 1

• lois d’élasticité

1
σpq = λ

1
εiiδpq + 2µ

1
εpq + c1

3
εiijjδpq + c2

3
εpqii +

1

2
c3(

3
εiipq +

3
εiiqp)

2
σpqr = a1(

2
εpiiδqr +

2
εqiiδpr ) +

1

2
a2(

2
εiipδqr + 2

2
εriiδqp +

2
εiiqδpr )

+ 2a3
2
εiirδpq + 2a4

2
εpqr + a5(

2
εrqp +

2
εrpq)

3
σpqrs =

2

3

3
εiijjδpqrs +

2

3
b2

3
εjkiiδjkpqrs +

1

6
b3((

3
εiijk +

3
εiikj)δjkpqrs + 2

3
εjsiiδjpqr )

+
2

3
b4

3
εiisjδjpqr +

2

3
b5

3
εiijsδjpqr + 2b6

3
εpqrs +

2

3
b7(

3
εqrsp +

3
εrspq +

3
εspqr )

+
1

3
c1

1
εiiδpqrs +

1

3
c2

1
εijδijpqrs +

1

3
c3

1
εisδipqr +

1

3
b0δpqrs

• tenseurs identité d’ordres 4 et 6

δijkl = δijδkl + δikδjl + δjkδil

δijklmn = δikδijδmn + δikδjmδln + δilδjmδkn
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Tension de surface

• La contribution
1

3
b0δpqrs représente des forces de cohésion, homogènes

et auto–équilibrées. Le module de cohésion est b0. Elle donne lieu à une
tension de surface, énergie par unité de surface, associée à la formation
d’une nouvelle surface.

• La tension de surface moyenne d’un solide du troisième gradient, de
volume V et de surface A, est définie par

T̄ =
W
A

, W :=

Z
V

ρΨ dV

• Avec le potentiel élastique défini précédemment, l’énergie libre moyenne

W = 1
2

R
V
(σ∼

1 : ∇⊗ u + σ2
...∇⊗∇⊗ u + σ3 ::

∇⊗∇⊗∇⊗∇⊗ u )dV + 1
2
b0

R
V

∇2∇.u dV

• En l’absence d’efforts extérieurs t 1 = t 2 = t 3 = 0, seul le dernier terme
subsiste

T̄ =
b0

2A

Z
V

∇2∇.u dV =
b0

2A

Z
S

n .∇(∇.u )dS

ce qui permet de définir la tension de surface ponctuelle, ou énergie de
surface par unité de surface

T =
1

2
b0n .∇(∇.u )

définie sur la surface uniquement.Théorie du troisième gradient et tension de surface 31/39



Déformation et tension de surface

• On considère un demi–plan x ≥ 0 libre d’efforts extérieurs :

1
t =

2
t =

3
t = 0 en x = 0

• On recherche un déplacement de la forme

ux = ux(x), uy = uz = 0, ε = u′x

• L’équation d’équilibre donne

1
σxx

′ − 2
σxxx

′′ +
3
σxxxx

′′′ = 0

• La loi d’élasticité fournit, dans ces conditions

1
σxx = (λ + 2µ)ε + c̄ε”, avec c̄ = c1 + c2 + c3

2
σxxx = ε̄′, avec ā = 2(a3 + a4)

3
σxxxx = b0 + c̄ε + b̄ε”, avec b̄ = 2(b5 + b6)
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Déformation et tension de surface

• L’équation d’équilibre fournit une équation différentielle
d’ordre 6

(1− l211

d2

dx2
)(1− l212

d2

dx2
)
d2ux

d2x
= 0

où les coefficients l11 et l12 sont des longueurs
caractéristiques, réelles ou complexes, intervenant dans
l’équation de Navier généralisée

• La solution du problème aux limites précédent est de la forme

ux = A1 exp(− x

l11
) + A2 exp(− x

l12
)

où les constantes peuvent être identifiées à partir des
conditions aux limites précédentes. Si les longueurs sont
complexes, alors la solution s’exprime comme une somme de
produits de fonctions sinusöıdales et exponentielles
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Déformation et tension de surface

• On trouve alors l’expression de la tension de surface

T = −1

2
b0ε

′(0) = −1

2
b0(

A1

l211

+
A2

l222
)

T =
b2
0(l

2
11 − l212)

2(λ + 2µ)(l11(l212 + l210)
2 − l12(l211 + l210)

2)
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Modèle de réseau atomique 1D
• points en x = n (n entiers relatifs)

• les forces entre particules sont limitées aux premiers, seconds et
troisièmes voisins; elles sont supposées linéaires par rapport au
déplacement relatif correspondant

• le réseau est séparé entre n = 0 et n = −1, et on étudie le réseau n ≥ 0;
la séparation est effectuée en ajoutant des efforts égaux et opposés aux
résultantes des forces initiales exercées par le réseau sur les particules
0,1,2 par les particules -1,-2,-3; ces forces sont initialement
auto–équilibrées

P0 + P1 + P2 = 0

• l’équilibre du demi–réseau s’écrit

P0 = α1(u1 − u0) + α2(u2 − u0) + α3(u3 − u0)

P1 = α1(u2 − 2u1 + u0) + α2(u3 − u1) + α3(u4 − u1)

P2 =
2X

i=1

αi (u2+i − 2u2 + u2−i ) + α3(u5 − u2)

0 =
2X

i=1

αi (un+i − 2un + un−i )
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Modèle de réseau atomique 1D

• En adoptant la notation

∆2 = un+1−2un+un−1, ∆4 = un+2−4un+1+6un−4un−1+un−2, ...

l’équation du mouvement se met sous la forme

(1− λ2
1∆

2)(1− λ2∆
2)∆2un = 0

où les λi s’exprime en fonction des αi

• Une solution s’annulant pour n −→ 0 est

un = A′
1 exp(−n/l ′1) + A′

2 exp(−n/l ′2)

de la même forme que la solution continue

• identification de certaines des modules d’élasticité généralisés
en fonction des caractéristiques atomiques
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Cas du fluide élastique

• Le potentiel d’élasticité ne dépend que de la dilatation infinitésimale

∆ = ∇.u

ρΨ∆(∆, ∇∆, ∇⊗∇∆) = 1
2
λ∆2 + a1∇∆.∇∆ + b1(∇2∆)2 + b2(∇⊗∇∆) :

(∇⊗∇∆) + c1∆∇2∆ + b0∇2∆

• pressions généralisées

p = −ρ
∂Ψ

∂∆
= −λ∆− c1∇2∆

p = −ρ
∂Ψ

∂∇∆
= −2a1∇∆

π∼ = −ρ
∂Ψ

∂∇⊗∇∆
= −(b0 + 2b1∇2∆ + c1∆)1∼− 2b2∇⊗∇∆

• équation d’équilibre

p −∇.p + (∇⊗∇) : π∼ = 0

en l’absence d’efforts volumiques

• la tension de surface est

T =
1

2
b0n .∇∆
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Tension de surface du fluide élastique

• Surface fluide plane ∆ = A1 exp(−x/l1) + A2 exp(−x/l2)

T0 =
b2
0(l

2
1 − l22 )

2λ(l1(l22 + l20 )2 − l2(l21 + l20 )2)

• Surface fluide sphérique de rayon r0

∆ = A1
l1
r

sinh(r/l1)+A2
l2
r

sinh(r/l2), T ' T0

1 + (8b2T0/b2
0r0

Retrouve–t–on la loi de la Laplace? délicat pour la pression
dont le sens est multiple ici! mais clair pour la dilatation
moyenne de la sphère :

∆̄ =
3

4πr3
0

∫
V

∆dV ' − 6c1

b0λ

T

r0

développement au premier ordre en fonction de la courbure de
la surface
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Conclusions

• La mécanique des milieux continus généralisés permet de
rester continu à de petites échelles, sans doute de l’ordre de
quelques distances atomiques, au moins en élasticité.

• Traitement par des frontières diffuses.

• Autres applications (second gradient seulement!) :

? instabilité de Grinfeld (Danescu and Sidoroff, 1998)
? identification des constantes d’élasticité par atomistique

(Maranganti and Sharma, 2007)

• Etendre Mindlin aux contraintes de surface plus générales?
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