ENVELOPPE SPHERIQUE SOUMISE A UNE PRESSION INTERIEURE

On considére une enveloppe sphérique, homogéne, de rayon ingrie
de rayon extérieun. Le matériau qui la constitue est élastique parfaiteme
plastique, a élasticité linéaire isotrope, ayant pour critere de plasticité
critere de von Mises ou celui de Tresca.

Partant de I'état initial naturel, on soumet cette sphére a une press
intérieure normale uniformp que I'on fait croitre a partir de 0 (Fig.1).

Figure 1 : Géométrie et chargement appliqué a la sphére sous pression

Figure 2 : Progression de la zone plastique a partir de la surface intérieure
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1 Analyse élastique

le 1.1 Donner la solution (champs des contraintes et des déplacements) en

élasticite.
Le volume étudié est a symétrie sphérique, constitué d’'un matériau
homogéne et isotrope ; les conditions aux limites possédent aussi la
symétrie sphérique. On est donc amené a chercher une solution du
probléme dans un systéme de coordonnées sphéricfiag tel que
les champs de déplacement, de contrainte et de déformation soient
respectivement de la forme :

U = h(r) Up=Up=0

O = f1(r) Ogg=0gp=01(r) Ore=0rg=0p =0

&r=fa(r) €oo=¢€pp=0(r) Eo=¢Ep=¢Ew=0
Les équations d'équilibre se réduisent%(% + %(0rr —0gg) =0
Les conditions aux limites statiques ont la forme :
op(r=a)=-p, op(r=b)=0
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Les équations cinématiques ont la forneg := ar €gg =
La loi d’élasticité de Hooke donne :

Eer = [Onr —2v0gs] Egep = [Ogs(1—V) — VO]

En remplacant les déformations par leur expression en fonction des
déplacements, on obtient pour les contraintes les relations suivantes,
A désignant le coefficient de Lam& £ Ev/(1—2v)/(1+V)) :
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En substituant ces deux relations dans les équations d’équilibre, on



obtient I'équation différentielle suivante :

d2u,
dr2

(rlz (rzur)’r) r =0
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rar e =0

soit
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La solution de cette équation eat,:= Cir + Tzz

En remplacant la valeur dg@ dans les expressions précédentes,
obtient :

A C
on =, [(1+V)C1 —2(1- 2v)r§]

A

Oge =
Y

[(1+v)cl+(1—2v)f§}

Les constante€; et C, s’obtiennent & partir des conditions au

limites : 1
v
_1tv b3C1

or(r=b=0= C2:2(1—2v)

1-2v a

O(r=2a) = E poaf

—p = C1:

Finalement, on obtient :

n
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Déterminer la charge limite d’élasticitéle la sphére sous pression
pour les critéres de von Mises et Tresca.
Le critere de plasticité de Tresca, comme celui de von Mises, est

indépendant de la pression moyenne. On peut donc l'écrire en
remplagant le tensewrpar la somme de et d'un tenseur sphérique.

Ici, sil'on ajoute & le tenseur-oggl, 0N obtient un tenseur uniaxial,
d'uniqgue composante non nulle,; — ogg. D’apres les formules
précédentes, tant que I'enveloppe sphérique reste élastique, on a:

3 a b
2@t
Le critere de plasticité est atteint lorsque,, — 0gg), fonction
decroissante dep, devient égale a la limite d'élasticité-o, en
compression simple. Le premier point plastique apparait donc en

r = a et lorsque la pressiop atteint la valeuP,, limite d’élasticité
initiale de la sphére sous pression :

2 ad
3 (1‘ b3) Oy

Orr —Opp =

Pe —

Analyse élasto-plastique

Donner la solution (champs des contraintes et des déplacements) en
élasto-plasticité. Vérifier que la zone plastique se développe a partir
de la face interne de la sphére creuse (Fig.2). Donner la relation
entre le rayon de la zone plastique c et la pression p. Déterminer la
pression limite conduisant a la rupture par déformation excessive,
Pp.

Lorsque la pression interng croit au-dela de la valele, comme

le premier point plastique est apparu sur la face intérieure de
I'enveloppe, il est normal de supposer qu'une zone plastique se
développe a partir de cette face, et occupe un volarig < c, ouc

est une fonction dp. La zonec < r < b est alors élastique. Le vecteur



contrainte sur une facette normale a I'axprend la méme valeur
dans la zone élastique et dans la zone plastique, a la traversée
surfacer = c. Sur cette surface la contrainte normale est alors ég
en valeur absolue a la limite d’élasticité initiale d’'une sphére creu
de rayon intérieuc, de rayon extérieub, soumise a une pression

interne, soit :
2 c3
3\l

Les contraintes dans la zone élastique sont donc données pa
équations précédentes dans lesquelles on remplaegec et p par
—0yr (C) ; dans cette zone :

2¢® [b®
=3\ L)%
Ogp = gc—a 1+ b—s o
®Tap\ T3
2 ¢ b3
Etudions maintenant la zone plastique: r < c. Pour y déterminer

les contraintes, on dispose des équations d’équilibre et du critére
plasticité, vérifiés en tout point, soit :

doy, n 2
dr r
Orr — Opg = —Oy

or(C) =

Orr

(O —0Ogg) =0

En combinant ces deux équations, on obtient successivement :

d 2
Oyrr _70-y:O, , Orr :20y|n(r)+C3

r r
La détermination de la constante d’intégratitys’effectue ermr = c,
en utilisant la continuité de la composawte :

3\7 b3
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Finalement, dans la zone plastique, on trouve :

2 c. ¢

1 c. ¢
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Ogp = §0'y

Ces contraintes dépendent du paramétredont il faut donc
déterminer I'évolution en fonction de la pressipnDans la zone
plastique, pour =a,on a:

2 cy ¢
o =a=-p = o=3a[tan(]) - §]

La transformation de la sphére étant supposée infinitésiraaleh
sont des constantes. La dérivationplpar rapport & donne alors :

c3
1- g

Ce terme est toujours positif. Le rayarde la zone plastique croit
donc constamment avex; ce résultat est cohérent avec I'hypothése
gue nous avons faite que la zone plastique se développe a partir de
la face interne de la spheére creuse. Le rayon extérieur de cette zone
atteint la valeub lorsquep atteint lapression limite B

b
Pp = 20yIn <a>

20y

dp

dc c




2.2 Déterminer les déformations plastiques et leurs vitesses.
S'il est possible, a partir de la solution en contrainte obten

a la question précédente de construire, en utilisant la loi

comportement, un champ de déplacement qui soit compatible a
les liaisons (cinématiquement admissible), la solution trouvée

unique.

Conservant I'hypothése de symétrie sphérique, on calcule

déplacement radial dans la zone plastigue. Comme la déformati

plastique ne produit pas de variation de volume du matériau, ce
variation n’est due qu’a la partie élastique de la déformation, soit

4
et les déformations élastiques calculées en utilisant les formules

e donnant les contraintes. Les seules composantes non nulles sont :
de
20 c3

P _ Y i
vec & =g (1-v) <1 r3>
bst

P P Oy c?
le Ep = Epp= ¢ | (1-V)(1-3)

Comme c est une fonction croissante de et que le trajet de
chargement étudié est par hypothése @ croissant», on peut
choisirc comme parametre de chargement. Le tenseur de vitesse de

1- déformation est du type compression simple :
Srr + 2899 — [Orr "‘ 2099] yp p p
.o Oefr 60y c?
On obtient donc ainsi I'expression de la composante radiale du & = dc —?(1—\))73 <0
déplacement :
du  .u 2(1—2v) cy o B = Egp = Eéﬁ
r—_o\=- v el R
@t = okn(p) -
3
U = %" — Mroy [In (E) +} <1_ C3)] 2.3 Que se passe-t-il si I'on effectue le trajet de charge suivant :
r E r 3 b 0— pm(Pm>Pe) = 0— pm(pm>Pe)?

En utilisant le fait que le déplacement radial est continu a la travers
de la surface = c, on peut déterminer la constante d’intégration :

Oy
E

3

Ci=(1-v)=c

On obtient finalement dans la zone plastique :

SiI'on a soumis une sphere creuse a une pression interne

Pn > P, et qu'on la décharge jusqu’'® = 0, les contraintes
résiduelles, présentes apres cette décharge, seront égales a la
différence entre les contraintes calculées en élasto-plasticité et la
solution élastique correspondant a un chargemd®t. On obtient

alors un champ de contraintes résiduetiés

—dans la zone plastiqua g r <c) :

see

3 3
| | , Orr = ~3% 1+3|n<r>_b3}+b3—a3[r3_1] P

A partir de cette expression du déplacement, on peut calculer |les

déformations totales dans la zone plastique. On obtient alors |les . L2 1 cy c3 a® [Db®

déformations plastiques par différence entre les déformations totales O = Ogp = 3% [2 —3In (F) + b3] T _as [er + 1} Prn



—dans la zone élastique € r < b) :

2¢é /bl a [bd
O =~ 3pe (r3_1> Ot g {ﬁ_l} Fn

2¢3 b3 ad b3
%6 = 99 = 3153 <1+2rs> % e {2r3+1] Pn

Les équations précédentes ne sont valides que s'il n'apparait aucuine

déformation plastique pendant la déchargeur que la plastification
réapparaisse en compression, il faut traverser le domaine d’'élasti¢
et retrouver un point pour lequeby, — oyq = 0y. Cela se produira
effectivement a partir du moment ou la pression maximale attEjnte
est supérieure aF2. L'étude des variations d& etP, en fonction de

(b/a) montre que cela n’est possible que si la pression limite est elle-

méme supérieure &2 Ceci fournit une condition géométrique su
la sphere. La figure 3 illustre le fait quRy dépasse R si le rapport
(a/b) est inférieur & une valeur critique solution de I'équation
(4/3)(1—x3) = 2In(x), soit :

a/b<x~0.59

Dans le cas ou il n'y a pas plastification a la décharge, on dit que

structure est adaptée. Il s’agit de régime de fonctionnement sar, [qui
est utilisé dans la pratique pour les récipients sous pression : ceur—ci

subissent avant mise en fonctionnement une opératidimtgage

te,

5
au cours de laquelle ils sont portés a une pression supérieure a la

pression de service ultérieure.

Si au contraire il y a replastification, des déformations plastiques
cycliques vont se produire, avec un phénomene de fatigue plastique
du matériau, qui conduira a la ruine de la structure aux cours des
cycles successifs6— P, —0— Py, — ...

La figure 4 reproduit les variations des différentes composantes du
tenseur des contraintes a pression maximale et aprés décharge, dans
le cas ou(a/b) = 0.75.
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Figure 3 : Variation dé% et P, en fonction dea/b
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Fic. 1 — (a), (b) Profils de contraintes dans I'épaisseur du tube pour différents niveaux de pression, (c) mise en évidence de I'avancée de la zone plastique,
(d) contraintes résiduelles aprés décharge.



