CRITERES DE PLASTICITE

1. Comparaison des critéres de von Mises et TrescaTracer dans
le plan des contraintes principales;—o, la limite du domaine
d’élasticité en accord avec les critéres de von Mises et de Tresca,

(a) dans le cas ou les seules composantes non nulles du tenseur des

contraintes sonb; etoy,
(b) lorsque I'on superpose une troisieme contrainte constagte
a. Se reporter au cours.

b.

Figurel : Tracé du critére de von Mises dans le ptapro», en contrainte
plane et pouos #0
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J={(3/2)sjsj}

J=1{(1/2) [(01—02)?+ (02— 03)?+ (03 — 01)?] }
Le critere ne doit pas étre modifié par l'addition d’'un tenseur

0.5

sphérique. On en déduit que la forme du critére pour 'état de
contrainte :(01,02,03) est la méme que celle obtenue pour :
(01 — 03,02 — 03,0). La forme cherchée dans le plan—o, est
donc obtenue par simple translation dans la direction de la premiére
bissectrice. Ce résultat, illustré en figurelans le cas du critére de
von Mises, est également valable pour le critére de Tresca.

. Plasticité cristalline.

a. Montrer que, dans le cas de la plasticité cristalline avec
déformation par glissement cristallographique, la déformation
s'effectue sans changement de volume.

b. Démontrer le «principe» du travail maximal pour un matériau
obéissant a la loi de Schmid.

a. On consideére un point quelconduéxy, 2, x3) du plan de normale

n. La distance de ce plan a I'origine €3P = h. On veut évaluer le
tenseur de déformation uniforme produit par un glissemegton le
vecteurmm du plan défini par sa normaile Le déplacement vaut :

u=(yh)m
Commeh=OM.n=xn; :

Ui =YXk Nk Iy
Ui,j = YXk | NkIMy €tUji = YXki Nk M

Commexy j = O; :
2g€ij = U j +Uj; =y(nym +nm;)

1
e=s(man+nem)

La variation de volume associée a ce tenseur est bien entendu nulle,



en effet :

tracge) =nim =0

1 a
b. On considére un monocristal métallique qui se déforn
plastiguement sur un seul systeme de glissenment); On peut donc
écrire (aveq positif; une sollicitation en sens opposé déclencherd
un autre systéme en directierm) :

n®em)

1.
eP = év(m®n+

Le vecteur contrainte sur la facettestT = o: n, et lacission réduite
T dans le plam en directionrm vaut :

T=m.o.n

:Q

Il vient donc, grace a la symétrie du tenseur des contraintes :

i

1 1 -
g:gP= éy(njernimj)crij = éyo'ijnimj =1y

ne

t

Pour un état de contrainte admissibte il vient : g* : P = %y

Dire quec™* est admissible au sens de la loi de Schmid revient & dire
gue la cission appliquée reste inférieure ou égale a la cission critique
1c; il s’ensuit, avegy > 0, que :

TY< Ty
si bien que I'on obtient également :
o' iEP<O:gP

Ce résultat se généralise au cas de plusieurs systemes actifs.

. Plastification d’'un tube mince.

On considére un tube mince de section circulaire, de rayon r et
d’épaisseur e, chargé en pression interne p. Le matériau est supposé
parfaitement plastique, de limite d'élasticitg. On demande de
définir la pression Pa laquelle la plasticité débute et de donner a
ce moment la direction de la vitesse de déformation plastique.

On étudiera pour le critére de Tresca et le critére de von Mises les 3
cas suivants :

a. Le tube est libre dans la direction z.

b. Le déplacement est bloqué dans la direction z.

c. Le tube est fermé (réservoir).

Dans tous les cas envisagés ici, le tenseur des contraintes est diagonal

dans le repére des coordonnées cylindrique8,zj. De plus, la
contrainteo,, est négligeable.

On suppose que les critéres de von Mises et de Tresca sont
équivalents en traction simple, ils s’expriment donc en fonction de
la limite d’élasticité en traction simple :

—von Mises J=o0y

—Tresca mabi —aj| =0y

— Lorsque le tube est libre en directianle tenseur se réduit donc a



la diagonale o = Diag(0; pr/e;0).
— Lorsque la déformation selon z est nulle, I'écriture edge= 0
fournit : 0 = Diag(0; pr/e;vpr/e).

— Enfin, dans le cas de la prise en compte d'un «effet de fond», il faut

équilibrer la résultante due a la pression sur le couvermie?j par
la contrainteo, soitg = Diag(0; pr/e; pr/2e).

a. Le premier état correspond a de la traction simple. Les crité
de von Mises et de Tresca prévoient I'apparition de la plasticité
méme instant, lorsque la pression atteint la valeur :

Dans le cas du critere de von Mises, la direction d’écouleme
qui est définie par le déviateur du tenseur des contraintes,
Diag(—0,5;1;—0,5). Le point de fonctionnement se trouve sur un
aréte de la surface définie par le critere de Tresca, qui s’écr
Ogp — Oy = Oy OU Ogg — Oz = Oy. La premiére définition donne une
direction Diagd—1;1;0), et la seconde Did@;1;—1).

res

b. Ce nouvel état de contrainte introduit une contrainte intermédialire

0,7 entre o, et ogg. Comme le critere de Tresca est insensible
cette contrainte, le résultat concernant le début de plastification
inchangé. Le déviateur des contraintes s’écfijr,/3e)Diag(—(1+
V);2—Vv;2v—1).

Le critére de von Mises prévoit donc la plastification pour :

oye
Pe_ y

CrV/1-v+V2

En prenanv = 0,3, cette pression vaut environ 1.188/r ; le critere
de von Mises est «optimiste».
La direction d’écoulement pour le critére de von Mises est toujol

a
est

proportionnelle au déviateur. Dans le cas du critere de Tres

ca,

3
'écoulement est maintenant défini de fagon non ambigué par
Diag(—1;1;0) puisque c'est cette fois-@Ggg — Oy = Oy qui est la
seule expression valide.

c. Le critére de Tresca est de nouveau inchangé. Le déviateur et la
pression limite d’'aprés le critére de von Mises s’écrivent maintenant
(pr/3e)Diag(—0,5;0,5;0), et :

_ 204€

P —
e r\/§

soit environ 1150ye/r.

Pour ce qui concerne la direction d’écoulement, on constate cette
fois-ci que les deux criteres prévoient la méme direction, en
cisaillement puyla composante selarrestant nulle.

La figure3 illustre les différents états de contrainte dans le plan
Ope—0z ainsi que les directions d’écoulement prévues.

UZZA

Tresca

von
Mises
Figure3 : lllustration des différents types de chargement dans un cylindre
Sous pression interne



4

4. Critére de Tresca. prenant une variablk réelle située entre-1 et+1 (la notation\
Trouver la déformation équivalente associée au critere de Tresca. change de signification entre les deux équations) :
En se plagant dans I'espace des contraintes principales, le critére de
Tresca s’exprime par eP = Diag(\; [k —(A + )
”i‘,?x\ci —0j| =0y £P = Diag(0.5(1+k); 0.5(1— k); —1)A
On suppose que; > 0> > 03, il devient :01 — 03 = Oy Des expressions analogues peuvent étre obtenues pour des combinai-

L'écoulement plastique est parfaitement défini, par la diagonale sons différentes des contraintes principales. On constate que, pour
Diag(0.5;0;05)A. 'ensemble des combinaisons étudiées, on a :

Si par contre deux contraintes principales sont égales, ainsi

01 = 02 > O3, il est possible d’écrire I'écoulement a partir de deu
expressions différentes du critére, donc avec deux multiplicatedrs,
ou de facon identique pour la vitesse de déformation plastique,|en

X

S . .
A= 5 (e8] +[ez] + [e5])
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