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Chapitre 1

Introduction

1.1. La mise en modèle

Connaître pour mieux utiliser, puis connaître pour influencer, est un principe que
l’Homme applique depuis toujours à son environnement. Cela peut commencer par
une saveur, un tour de main, sans aucun besoin de quantification. Mais lorsque vient
ensuite le besoin de transmettre l’expérience, ou lorsque les systèmes deviennent de
plus en plus complexes, il faut songer à décrire cet environnement, naturel ou ar-
tificiel, à lui trouver des représentations simplifiées, qui contiennent ses principales
caractéristiques, et qui réagissent de façon similaire face à une sollicitation extérieure
donnée. Il faut donc construire des modèles, ensembles d’algorithmes et de nombres
qui vont devenir de plus en plus abstraits. Le domaine des matériaux et des structures
n’échappe pas à cette évolution. A l’interface entre recherche et ingénierie, il com-
porte son lot de modèles pour la compréhension et de modèles pour la conception,
ceux–là servant à mettre à l’épreuve l’idée que l’on a d’un mécanisme, ceux–ci à bâtir
des représentations simplifiées de systèmes complexes.

Cet ouvrage aborde les modèles mécaniques en considérant différentes échelles,
depuis la structure ou système mécanique jusqu’à la microstructure du matériau. Dans
ce cadre, les modèles pour comprendre seront souvent destinés au développement des
nuances de matériau, les modèles pour concevoir, au dimensionnement des pièces mé-
caniques. Quoi qu’il en soit, il est maintenant raisonnable de penser que, au-delà du
développement des matériaux eux–mêmes, ce sont les développements des connais-
sances sur ceux–ci qui sont critiques pour le développement des performances.

Ainsi, c’est la bonne connaissance des lois de comportement des matériaux
[LEM 85b] qui permet d’utiliser la quantité optimale de matière dans les composants,
et d’employer les bons matériaux au bon endroit. Le fait de concevoir ainsi «au plus
juste» les structures, est la marque d’une démarche qui, outre son élégance, présente
deux aspects importants :

– il y a une amélioration de la sécurité, dans la mesure où il est préférable d’avoir
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une bonne connaissance des phénomènes physiques plutôt que d’appliquer un
large coefficient de sécurité, qui s’apparente souvent à un «coefficient d’igno-
rance» ; par ailleurs, dans certains cas, l’utilisation de plus grandes quantités
de matière peut devenir préjudiciable (ainsi, augmenter l’épaisseur de paroi
d’une enceinte sous pression peut certes diminuer les contraintes purement mé-
caniques, mais aussi être néfaste s’il y a des gradients thermiques dans la paroi),

– le résultat est une meilleure performance sur le plan écologique, ainsi le gain de
quelques dixièmes de gramme sur chaque boîte–boisson conduit à des écono-
mies de matière première importantes, si l’on songe aux quelques centaines de
milliards qui sont fabriquées chaque année ; de même, la diminution de poids
permet de réduire la consommation des automobiles ou des avions.

1.1.1. Modéliser pour comprendre

Lorsqu’on a un modèle en main, cela signifie que l’on a capturé une partie de
la réalité. On peut, en faisant fonctionner le modèle, vérifier que le matériau ou le
système mécanique que l’on considère réagit bien selon les prévisions. C’est pour-
quoi il se développe actuellement toute une lignée de modèles déductifs [FRA 91] qui
cherchent à prendre en compte la microstructure du matériau en vue de déterminer
ses propriétés macroscopiques. Ainsi un métal sera considéré comme un polycristal,
agrégat de grains d’orientations cristallographiques différentes, et au comportement
individuel parfaitement caractérisé, un composite se verra représenté par sa matrice
et ses fibres, un béton par la matrice et les granulats. Cette approche choisit donc de
modéliser l’hétérogénéité des matériaux, en vue de mieux prévoir le comportement
moyen global (par exemple si les proportions des constituants changent). Elle peut
utiliser des méthodes simplifiées pour représenter la microstructure, mais fait aussi de
plus en plus appel à des calculs de microstructures, dans lesquels un élément de volume
représentatif est discrétisé afin que sa réponse soit évaluée au moyen d’un calcul par
éléments finis. Elle est donc relativement riche, de par son principe même, mais elle
est également lourde à mettre en œuvre, si bien que son utilisation est encore limitée
à la prévision du comportement des matériaux, dans l’optique de mieux comprendre
leur «fonctionnement» et d’améliorer leurs propriétés mécaniques.

L’approche inductive, à l’inverse, cherchera simplement à caractériser globalement
le comportement d’un élément de volume représentatif, faisant alors abstraction de la
structure fine du matériau. Il s’agit de déterminer les relations de cause à effet qui
existent entre les variables constituant les entrées et les sorties du processus étudié.
Elle trouve une justification dans le fait que des phénomènes de l’échelle microsco-
pique très divers peuvent conduire, après des effets de moyenne, à des réponses glo-
bales de même nature. Par contre, son emploi aveugle peut être dangereux s’il s’agit
d’appliquer le modèle hors de son domaine de détermination initial. Il reste que cette
méthode est, dans bien des cas, la seule applicable dans un cadre industriel.

Ces deux approches sont de nature phénoménologique : la construction du mo-
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dèle fait appel à un ensemble d’équations qui doivent ensuite être étalonnées pour un
matériau donné à l’aide d’une base expérimentale constituée d’essais mécaniques, et,
éventuellement, d’observations microstructurales.

1.1.2. Modéliser pour concevoir

La bonne connaissance des matériaux et leur bonne utilisation font donc intervenir
trois domaines d’activité.

1. Le développement du matériau lui-même (ce secteur étant absent dans le cas des
géomatériaux). Là se jouent l’évolution du matériau, la découverte de nouvelles
microstructures, qui concourent à l’amélioration des performances intrinsèques.

2. La caractérisation des propriétés d’emploi. Ce point a pour but d’apporter une
meilleure connaissance d’un matériau existant, (mécanismes physiques qui pro-
voquent ou accompagnent la déformation, effets mécaniques macroscopiques),
donc de réduire les incertitudes et d’augmenter la fiabilité des modèles utilisés.

3. Le travail sur les modèles numériques permet d’améliorer la représentation des
pièces, structures ou domaines calculés (par amélioration des algorithmes, qui
autorisent le traitement de modèles numériques plus importants, par exemple
3D au lieu de 2D).

Le point (1) est le domaine des métallurgistes et des chimistes. Le point (2) celui de
la mécanique des matériaux (solides pour ce qui nous concerne ici). Le point (3) celui
de la mécanique des structures. C’est au carrefour (2)–(3) que se situent les chapitres
qui suivent. La figure 1.1 schématise par ailleurs les différents environnements, les
différentes opérations industrielles auxquels se rattachent les ensembles de modèles
qui vont être exposés.

La phase de conception (figure 1.1a) met en œuvre une approche synthétique du
problème, qui est en fait résolu par méthode inverse, soit : «quelle forme donner à
la pièce, en quel matériau la construire pour qu’elle réponde au cahier des charges».
Dans la mesure où les éléments extérieurs sont nombreux, et parfois non scientifiques,
il n’y a en général pas d’autre solution que de choisir des descriptions simples des
matériaux, et d’appliquer des codes ou règles simplifiées. Dans la plupart des cas,
cette approche est suffisante.

Il peut subsister parfois des cas litigieux (pièces de haute sécurité,. . .) qui néces-
sitent la mise en place d’une procédure de justification (figure 1.1b). Au contraire de
la précédente, cette démarche est analytique, puisque la géométrie, les charges, le ma-
tériau, etc. . . sont figés, et qu’il s’agit simplement, par un calcul direct, de caractériser
la bonne tenue. Cette procédure peut être employée à la construction, ou encore long-
temps après la mise en route d’une installation, afin d’obtenir une requalification qui
prolonge la durée de vie : un système (par exemple une centrale nucléaire) dont la
durée de vie garantie est de 30 ans, en utilisant des méthodes de dimensionnement
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Figure 1.1. Opérations industrielles où intervient le comportement des matériaux

simplifiées, peut voir sa vie prolongée d’une dizaine d’années à l’aide de méthodes
plus précises.

Il faut encore avoir recours à des modèles plus précis dans le cas de l’expertise
(figure 1.1c) puisqu’une telle opération intervient après qu’un problème, grave ou non,
soit apparu. Il est important dans ce cas de mettre en regard les modèles utilisés et les
phénomènes physiques qui se sont produits.

L’optimisation (figure 1.1d) va tendre à se généraliser, grâce à l’arrivée de calcu-
lateurs suffisamment puissants pour qu’il soit envisageable d’effectuer plusieurs di-
zaines de fois le calcul de la structure à étudier.

Dans le cadre de ces applications, le modèle choisi va dépendre des domaines
d’utilisation. Sans s’étendre sur ce sujet, il est facile d’imaginer que par exemple un
acier à température ambiante pourra être considéré comme élastique linéaire pour
le calcul des flèches d’une structure mécanique, viscoélastique pour un problème
d’amortissement de vibrations, rigide–parfaitement plastique pour un calcul de charge
limite, élasto–viscoplastique pour l’étude de contraintes résiduelles, ou qu’un poly-
mère sera considéré comme un solide pour un problème de choc, et comme un fluide
pour l’étude de sa stabilité sur de longues durées.
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1.2. Applications des modèles

L’utilisation de modèles de comportement non linéaire est encore relativement peu
présente dans l’industrie. C’est qu’il faut pouvoir disposer du modèle adéquat, des pa-
ramètres qui caractérisent le matériau considéré, et du code de calcul de structures
qui contient ce modèle. Les années 80 ont pourtant constitué une période de dévelop-
pements importants pour les modèles. C’est à ce moment que se sont simultanément
épanouis des modèles macroscopiques répondant à une multitude de comportements
différents, et que l’on a commencé à utiliser des modèles plus complexes, issus des
méthodes d’homogénéisation, la puissance des ordinateurs permettant de considérer
un nombre de plus en plus grand de variables pour représenter le matériau. C’est à
ce moment-là que s’est imposé le terme de mécanique des matériaux pour désigner
l’étude de l’élément de volume du mécanicien des structures.

Les années 90 ont permis une certaine décantation dans les modèles, mais surtout
l’arrivée de méthodes d’intégration robustes, qui autorisent l’exploitation de modèles
très fortement non linéaires dans des calculs de routine. Ces méthodes ont été im-
plémentées dans les codes de calcul de structures. Il reste maintenant à construire les
bases de données matériau, et à gagner du temps CPU, pour pouvoir traiter en quelques
heures des problèmes non linéaires comportant entre 105 et 106 nœuds.

Le présent ouvrage se donne donc comme but de faire le point sur les modèles de
comportement et les méthodes numériques associées. Le calcul de structures est une
discipline à part entière dans laquelle la représentation des matériaux ne tient qu’une
(trop) petite place. Cet ouvrage n’aborde bien entendu pas les problèmes de maillage,
de méthodes numériques générales pour la résolution de systèmes linéaires,... Par
contre, le lecteur trouvera ici l’exposé des méthodes numériques attachées à l’exploita-
tion des lois de comportement dans les calculs de structures, notamment les méthodes
d’intégration. De même, l’étape d’identification des coefficients du modèle n’a pas été
considérée ici. Ce vide devrait être comblé lors de la parution d’une suite au présent
ouvrage.

Le lecteur trouvera donc successivement :
— le rappel de quelques outils fondamentaux pour la compréhension de l’ouvrage ; on
a rangé dans cette partie une présentation élémentaire de notions de mécanique et de
thermodynamique, une introduction aux comportements non linéaires des matériaux
en uniaxial à l’aide de modèles rhéologiques, la description des fonctions utilisées
classiquement comme critère de plasticité, mais aussi un «minimum vital» sur les mé-
thodes numériques et la méthode des éléments finis ;
— une présentation des modèles de plasticité et de viscoplasticité en petites pertur-
bations, regroupant modèles très classiques et quelques propositions plus avancées,
notamment sur les modèles multimécanismes ;
— quelques éléments sur la mécanique de l’endommagement, où l’on discute no-
tamment la notion de couplage endommagement–comportement, et le phénomène
d’activation–désactivation de celui–ci ;
— une brève présentation de la mécanique des milieux hétérogènes et des méthodes
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d’homogénéisation, en élasticité, thermo–élasticité, et en non–linéaire, qui mentionne
une solution pragmatique au problème de la règle de localisation ;
— les éléments nécessaires à la généralisation des modèles précédents aux transfor-
mations finies, où le propos est illustré par des exemples, et où on traite également le
cas des milieux continus généralisés ;
— la mise en œuvre dans un programme de calcul par éléments finis des modèles pré-
sentés, où l’accent est mis sur le caractère générique des méthodes utilisées ;
— la description des phénomènes de localisation de la déformation, avec quelques
commentaires sur les méthodes de régularisation, qui permettent de les limiter.

Cet ouvrage vient à la suite d’un certain nombre de recueils «généralistes», qu’il
est bien sûr impossible de citer tous. Ayant en mémoire le mot–clé de matériaux, le
lecteur se reportera aux livres de Friedel [FRI 64] et Jaoul [JAO 85], ou encore de
MacClintock et Argon [MCC 66], de Argon [ARG 75], de Asbby et Jones [ASH 80].
Pour ce qui concerne la mécanique des solides, les livres à considérer sont ceux de
Hill [HIL 89], Germain [GER 73], Mandel [MAN 66, MAN 78], Salençon et ses col-
laborateurs [SAL 84, HAL 87], mais aussi des ouvrages sur les géomatériaux, qui per-
mettront au lecteur de constater la similitude des outils théoriques et numériques entre
les différents domaines de la mécanique des matériaux [DAR 87, COU 91]. L’aspect
loi de comportement est présent dans le classique ouvrage de Lubliner [LUB 90]. Il
faut enfin citer l’ouvrage de Simo et Hughes [SIM 97], qui constitue une importante
contribution pour ce qui concerne le traitement numérique, et les tout récents livres de
Doghri [DOG 00] ou Doltsiris [DOL 00].

Mais parmi tous ceux qui sont cités ici, il convient d’accorder une mention
particulière aux ouvrages qui sont dans le courant français de mécanique et maté-
riaux [LEM 85b, FRA 91, FRA 93] dont se réclame également ce travail.



Chapitre 2

Concepts généraux

2.1. Formulation des lois de comportement

Excepté le cas de l’élasticité, les modèles considérés ici s’expriment habituelle-
ment sous forme différentielle, si bien que la réponse actuelle dépend de la sollicita-
tion actuelle et de son histoire (propriété d’hérédité). Il y a deux manières de prendre
en compte celle–ci, la première consiste à la décrire par une dépendance fonctionnelle
entre les variables, la seconde fait l’hypothèse qu’il est possible de représenter son
effet par des variables internes, qui «concentrent» les informations importantes défi-
nissant l’état du matériau. Sauf quelques cas exceptionnels comme celui de la visco-
élasticité linéaire, la seconde méthode de travail produit des modèles dont l’utilisation
numérique est plus simple.

Les autres hypothèses importantes qui sont classiquement utilisées pour l’écriture
de modèles de comportement sont :

1. le principe de l’état local, qui considère que le comportement en un point M ne
dépend que des variables définies en ce point, et non pas du voisinage ;

2. le principe de simplicité matérielle, qui suppose que seul intervient dans les
équations de comportement le premier gradient de la transformation ;

3. le principe d’objectivité, qui traduit l’indépendance de la loi de comportement
vis–à–vis de l’observateur, et qui implique que le temps ne peut pas intervenir
explicitement dans les relations de comportement.

Ces hypothèses seront examinées dans le chapitre ??. Dans le cas des matériaux
homogènes et isotropes, l’ensemble de ces hypothèses se résume par une expression
entre les contraintes et les déformations du type :

σ
�
t ��� F t� ∞

�
ε
�
τ ��� (2.1)



14 Mécanique non linéaire des matériaux

2.2. Principe des puissances virtuelles

La présentation donnée ici donne un «éclairage minimal» sur le principe des puis-
sances virtuelles. Le lecteur est invité à se reporter au chapitre ?? pour un exposé plus
complet.

Le principe indique que, pour tout champ de vitesses virtuelles v � � x � t � , la somme
des puissances des efforts intérieurs et extérieurs est nulle, quel que soit le domaine
D, de surface extérieure ∂D � S considéré d’un solide Ω (figure 2.1).

Su

Ω S f

∂D � S � Su
�

S f

Figure 2.1. Domaine D d’un solide Ω avec ses surfaces extérieures.

La puissance virtuelle des efforts intérieurs s’évalue en formant le produit
contracté du tenseur des contraintes réel par le tenseur vitesse de déformation vir-
tuelle, soit :

P
�
i � ���

�
D

σ� : ε̇� � dV (2.2)

La symétrie du tenseur σ� permet, en remplaçant la vitesse de déformation par la
partie symétrique du gradient de vitesse, d’effectuer une intégration par partie, puis
d’appliquer le théorème de la divergence, ce qui décompose la puissance intérieure
en deux termes, l’un qui reste volumique, et un second qui devient surfacique. En
désignant par n la normale sortante en un point courant de ∂D, la nouvelle expression
est alors :

P
�
i � �

�
D

�
divσ� �
	 v � dV �

�
∂D

�
σ� 	 n � : v � dS (2.3)

La puissance des efforts extérieurs comporte un terme volumique d’actions à dis-
tance, et un terme surfacique d’efforts de contact :

P
�
e � �

�
D

f 	 v � dV �
�

∂D
F 	 v � dS (2.4)

L’application du principe conduit donc à :
�

D

�
divσ� � f ��	 v � dV �

�
∂D

�
σ� 	 n � F ��	 v � dS � 0 (2.5)
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Comme il n’y a pour le moment aucune hypothèse sur le champ de vitesse, il est
possible de le choisir successivement nul sur la surface externe, ou nul en dehors d’une
partie quelconque de la surface externe, il vient alors :

divσ� � f � 0
�

x � D (2.6)

σ� 	 n � F
�

x � ∂D (2.7)

(2.8)

Les conditions nécessaires et suffisantes de l’équilibre du milieu et les conditions au
bord s’obtiennent en choisissant pour D le solide Ω lui-même.

Le même schéma de calcul peut également être appliqué en utilisant un tenseur de
contrainte statiquement admissible (CSA) σ��� , et un champ de vitesse cinématiquement
admissible (CCA) v � (et a priori non reliés par une loi de comportement), vérifiant
respectivement les équations 2.9 et 2.10 et l’équation 2.11 :

divσ� � � f � 0 dans Ω (2.9)

σ �i jn j � Fi sur Si
f (2.10)

v �i � vd
i sur Si

d (2.11)

où Si
f sont les surfaces où la composante i des efforts surfaciques F est imposée, Si

d
sont les surfaces où la composante i de la vitesse est imposée, avec :

Si
d � Si

f ���0 Si
d
�

Si
f � S

�
i � 1 � 2 � 3

Il vient alors : �
Ω

σ� � : ε̇� � dV �
�

Ω
f 	 u̇ � dV �

�
S

F 	 u̇ � dS (2.12)

2.3. Thermodynamique des processus irréversibles

Le but de cette section est de donner quelques éléments sur les bilans énergétiques
en présence de déformation mécanique, et sur les interactions possibles entre la tem-
pérature et les déformations élastiques ou inélastiques. La formulation est proposée ici
en petites perturbations, les compléments nécessaires pour les transformations finies
étant donnés au chapitre ??.

2.3.1. Premier et second principes de la thermodynamique

Après la conservation de la masse et les relations d’équilibre, la troisième grande
loi de conservation de la mécanique des milieux continus exprime la conservation de
l’énergie ; il s’agit du premier principe de la thermodynamique, qui indique que à
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chaque instant, la dérivée particulaire de l’énergie totale d’un système est la somme
de la puissance des efforts exercés sur le système, P

�
e � , et du taux de chaleur reçue,

Q̇. L’énergie est la somme de l’énergie interne et de l’énergie cinétique, qui ne sera
pas considérée ici. Le principe s’écrit donc, en introduisant l’énergie interne E sur un
domaine D, ou l’énergie interne spécifique e :

dE
dt

�
�

D
ρ

de
dt

dV � P
�
e � � Q̇ (2.13)

En choisissant comme champs statiquement admissible et cinématiquement ad-
missible les champs réels, la section précédente indique qu’il est possible d’écrire la
puissance des efforts extérieurs comme :

P
�
e � �

�
D

σ� : ε̇� dV (2.14)

Le terme Q̇ est la somme de deux termes, le premier correspondant à la densité
surfacique du taux de chaleur reçue, qui se définit en fonction du vecteur courant de
chaleur q et de la normale n, (n désigne la normale sortante sur la surface ∂D du
domaine considéré), le second, r, représentant une chaleur volumique, provenant des
sources de chaleur, liées par exemple à des réactions chimiques ou des transformations
de phases non prises en compte directement dans la modélisation mécanique ou encore
Ă des sources de chaleur externes, par rayonnement :

Q̇ �
�

D
rdV �

�
∂D

q 	 ndS �
�

D

�
r � divq � dV (2.15)

La variation d’énergie interne spécifique est donc la somme du taux d’énergie
spécifique due aux forces intérieures et du taux de chaleur spécifique reçue :

ρ
de
dt

� σ� : ε̇� � r � divq (2.16)

Le second principe fournit une borne supérieure du taux de quantité de chaleur que
peut recevoir le volume D à une température T , et s’exprime, en fonction de l’entropie
S ou de l’entropie spécifique s :

dS
dt

� �
D

r
T

dV �
�

∂D

q 	 n
T

dS (2.17)

d’où :
�

D

�
ρ

ds
dt
� r

T
� div � q

T ��� dV
�

0 (2.18)

En introduisant l’énergie libre spécifique de Helmholz ψ, telle que e � ψ � T s,
dans les équations 2.16 et 2.18, on aboutit alors à l’inégalité dite de Clausius-Duhem :

σ� : ε̇� � ρ
dψ
dt

� ρsṪ � 1
T

q 	 grad
�
T � � 0 (2.19)
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2.3.2. Dissipation

La méthode de l’état local postule que l’état thermomécanique du milieu en un
point et à un instant donné est complètement défini par la donnée de variables d’état,
ne dépendant que du point considéré. L’évolution du système est considérée comme
une suite d’états d’équilibre, les dérivées des variables n’intervenant pas pour définir
l’état. L’énergie libre définit un potentiel qui dépend de la température et des variables
d’état αI qui caractérisent le système mécanique. Il est donc possible d’exprimer la
dérivée de Ψ sous la forme :

dψ
dt

� ∂ψ
∂T

Ṫ � ∂ψ
∂αI

α̇I (2.20)

En introduisant cette expression dans 2.19, on obtient successivement :

s � � ∂ψ
∂T

(2.21)

σ� : ε̇� � ρ
∂ψ
∂αI

α̇I � 1
T

q 	 grad
�
T � � 0 (2.22)

L’expression 2.22 met en évidence deux types de contribution à la dissipation, la dis-
sipation intrinsèque volumique φ1 et la dissipation thermique volumique φ2 :

φ1 � σ� : ε̇� � ρ
∂ψ
∂αI

α̇I (2.23)

φ2 � � 1
T

q 	 grad
�
T � (2.24)

2.3.3. Équation de la chaleur

Il est classique de considérer que les dissipations intrinsèque et thermique sont
découplées, et qu’il faut donc assurer séparément leur positivité. Celle de la dissipation
thermique est assurée si on admet la loi de conduction de Fourier. Dans le cas d’un
matériau isotrope, elle s’exprime par :

q � � k
�
T � αI � grad

�
T � (2.25)

La fonction scalaire k, à valeurs strictement positives, représente la conduction (en
W/m/K). Cette forme assure la positivité de φ2, et indique que la chaleur se déplace
des zones chaudes vers les zones froides. Dans le cas où la conduction est anisotrope,
elle sera définie par une forme quadratique non négative :

φ2 � 1
T

gradT 	 k� 	 gradT (2.26)
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Le report de la loi de Fourier dans la relation 2.16 permet, en utilisant l’expression
de la dérivée de ψ en fonction de la température et des variables d’état, d’obtenir, en
posant Cε � T ∂s � ∂T (chaleur spécifique à déformation constante, en J/kg/K) :

div � k grad
�
T ��� � ρCεṪ � r � σ� : ε̇� � ρ

�
∂ψ
∂αI

� T
∂2ψ

∂T ∂αI � α̇I (2.27)

Cette égalité exprime l’équation de la chaleur en présence de déformations méca-
niques. Le membre de gauche est proportionnel au laplacien ∆T lorsque la conduction
est isotrope avec un coefficient k constant. Avec ρ exprimé en kg � m3, le produit ρCε,
qui caractérise la quantité de chaleur utilisée par le matériau pour élever sa tempéra-
ture, est donc en N � m2 � K, ce qui permet bien de mettre en regard le produit ρCεṪ
avec le terme volumique r (qui est en J � m3), et les termes d’origine mécanique σ� : ε̇�
(en Pa/s). La forme de l’équation écrite ici est indépendante du type de comportement
mécanique considéré. Les différences entre les matériaux seront simplement prises en
compte par la forme de l’énergie libre ψ et par les variables d’état introduites. L’éner-
gie mécanique dissipée est représentée par le terme φ1 � σ� : ε̇� � ρ

�
∂ψ � ∂αI � α̇I , qui

prend en compte l’apport d’énergie et la partie qui est stockée (momentanément ou
non) dans le matériau. Il y a une possibilité de couplage thermomécanique au niveau
des variables d’état si la dérivée croisée ∂2ψ � � ∂T ∂αI � est non nulle.

2.3.4. Thermo-élasticité linéaire

Il s’agit d’un type de comportement où la déformation est décomposée en une par-
tie élastique et une partie thermique ; la déformation élastique est nulle pour un état de
référence σ� I , et la déformation thermique est nulle pour une température de référence
T I . En se restreignant au cas isotrope, une loi de thermoélasticité linéaire peut être
construite en choisissant l’énergie libre sous la forme suivante, dans laquelle K dé-
signe le coefficient de compressibilité du matériau (3K � 3λ � 2µ, λ et µ coefficients
de Lamé) et α le coefficient de dilatation linéaire :

ρψ � σ� I : ε� � 1
2

λ
�
trace(ε� ) � 2 � µε� : ε� � 3Kα trace(ε� ) � T � T I �

� 1
2

ρCε

T I

�
T � T I � 2

(2.28)

La variable d’état est la déformation thermoélastique. Comme la thermoélasticité est
un processus réversible, la dissipation intrinsèque, qui s’exprime φ1 � �

σ� � ρ∂ψ � ∂ε� � :
ε̇� , doit être nulle pour un incrément infinitésimal quelconque de déformation thermoé-
lastique. La dérivation de ψ par rapport à la déformation thermoélastique permet donc
de définir la loi de comportement :

σ� � ρ
∂ψ
∂ε� � σ� I � λ trace(ε� )I� � 2µε� � 3Kα

�
T � T I � I� (2.29)

σ� � σ� I � λ � trace(ε� ) � 3α
�
T � T I ��� I� � 2µε� (2.30)
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Il est également possible de calculer la variation d’entropie spécifique, puisque :

ρs ��� ρ
∂ψ
∂T

� 3Kαtrace(ε� ) � ρCε

T I

�
T � T I � (2.31)

Cette expression justifie la définition de Cε au voisinage de la température T I :
Cε � T I∂s � ∂T . Il est intéressant dans ce cas simple d’illustrer la différence entre évo-
lutions isotherme et adiabatique. En supposant que s � 0 dans l’équation (2.31), il est
possible de trouver la variation de température consécutive à un changement relatif de
volume ∆V � V � trace(ε� ) :

�
T � T I � ��� 3KαT I

ρCε
trace(ε� ) (2.32)

Le report de cette expression dans la loi de comportement (2.30) permet de comparer
les réponses :

— isotherme : σ� � σ� I � λtrace(ε� )I� � 2µε� (2.33)

— adiabatique : σ� � σ� I �
�

λ � 9K2α2T I

ρCε � trace(ε� )I� � 2µε� (2.34)

Le module de cisaillement est inchangé par rapport au cas isotherme lors d’une évo-
lution adiabatique, par contre le premier coefficient de Lamé λ augmente. L’équation
(2.31) montre par ailleurs qu’en chargement adiabatique, lorsque le volume augmente,
(trace(ε� ) > 0), par exemple lors d’une traction simple, la température diminue, et vice–
versa. Les ordres de grandeur de ces perturbations sont en général faibles. Ainsi une
évaluation pour des valeurs typiques d’un acier (E=200 GPa, ν=0,3, ρ=8000 kg/m3,
Cε = 500 J/kg/K, α = 15 � 10

� 6) fournit :

∆T
T

� � 3Kα
ρCε

∆V
V

��� 1 � 875
∆V
V

(2.35)

Notons que la loi de thermo-élasticité d’un milieu anisotrope quelconque pourra
s’écrire :

σ� � σ� I � Λ�� :
�
ε� � ε� θ � (2.36)

où Λ�� est le tenseur (ordre 4) des rigidités élastiques et ε� θ la dilatation thermique ε� θ �
α� � T � T I � , ε� représentant la déformation élastique.

2.3.5. Comportement non–linéaire

Ecriture de la dissipation

On suppose, comme cela sera justifié plus loin, que la déformation combine de
façon additive une déformation thermoélastique ε� e (déformation mécanique + dilata-
tion) et une déformation inélastique ε� p (petites perturbations) :

ε� � ε� e � ε� p (2.37)
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On modifie également légèrement les notations initiales, en venant distinguer parmi
les variables αI celles qui caractérisent l’écrouissage du matériau, c’est-à-dire l’évo-
lution de ses propriétés par des mécanismes qui conservent la continuité locale de
la matière (redistribution de contraintes locales, variations de densité de disloca-
tions. . .), et pour lesquelles la dénomination αI sera conservée, et celles qui carac-
térisent l’endommagement, qui est lié aux détériorations du matériau, avec ouverture
de porosités ou de microfissures, qui seront notées dJ . Le jeu de variables d’état le
plus général fait donc apparaître (ε� e,αI , dJ), et la dissipation intrinsèque s’écrit :

φ1 � �
σ� � ρ

∂ψ
∂ε� e � : ε̇� e � σ� : ε̇� p � ρ

∂ψ
∂αI

α̇I � ρ
∂ψ
∂dJ

ḋJ (2.38)

Soit, comme il n’y a pas de dissipation thermoélastique (et le terme en température
n’intervient pas non plus à cause de (2.21)) :

φ1 � σ� : ε̇� p � ρ
∂ψ
∂αI

α̇I � ρ
∂ψ
∂dJ

ḋJ (2.39)

L’évaluation complète nécessite de choisir la loi de comportement, ce qui sera
fait plus loin. Les deuxième et troisième termes du membre de droite désignent le
changement d’énergie libre de l’élément de volume à température constante. C’est la
part d’énergie qui est stockée dans le matériau du fait de l’écrouissage, ou qui est
utilisée à rompre les liaisons, et qu’il faut donc soustraire de la puissance plastique
pour obtenir l’énergie effectivement dissipée en chaleur. Garder Φ1 positif revient
donc à dire que le processus irréversible que l’on considère produit de la chaleur.
L’élévation de température est gouvernée par :

div � k grad
�
T � � � ρCεṪ � r � φ1 � φis (2.40)

où φis représente la somme des termes dits "isentropiques", déduits du second terme
dans la parenthèse au second membre de (2.27). Ce terme isentropique est en général
faible. Il correspond à la dépendance en température des forces thermodynamiques.

Evaluation approchée de la dissipation

Indépendamment du modèle de comportement choisi, il est souvent d’usage de
remplacer le terme de dissipation intrinsèque par une fraction β de la puissance plas-
tique (avec 0

� β �
1). Il s’agit d’une méthode approchée pour prendre en compte

empiriquement la proportion d’énergie qui est effectivement dissipée en chaleur au
cours de la déformation, l’expérience montrant que la valeur de β est en général supé-
rieure à 0,9 dans le domaine des déformations importantes.

Le cas du chargement adiabatique s’exprime dans cette relation en remarquant que,
dans ce cas, le terme div � k grad

�
T ��� est nul. Une évaluation approchée de l’élévation
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de température est donc donnée, dans le cas où il n’y a pas de source de chaleur
volumique, par l’expression :

ρCεṪ � φ1 (2.41)

L’élévation de température ne sera sensible que pour le cas de chargements suffisam-
ment rapides pour qu’il n’y ait pas d’évacuation de chaleur. Contrairement au cas
du couplage thermoélastique, le couplage thermoplastique doit être pris en compte,
notamment dans des problèmes de mise en forme. Il conduit à des élévations de tem-
pératures quelle que soit la sollicitation considérée.

Modèle standard généralisé

En définissant les forces thermodynamiques AI (resp. yJ associées aux variables
d’état αI (resp. dJ) par :

AI � ρ
∂ψ
∂αI

; yJ ��� ρ
∂ψ
∂dJ

(2.42)

en désignant par Z le vecteur constitué par les composantes du tenseur de contraintes
et celles des variables AI et yJ , et par z le vecteur constitué par les déformations plas-
tiques et les variables d’état, la dissipation s’exprime :

Φ1 � σ� : ε̇� p � AIα̇I � yJḋJ � Zż (2.43)

avec :
Z ��� σ� � AI � yJ � ; z ��� ε� p � � αI � dJ � (2.44)

Un modèle sera dit standard généralisé s’il existe un potentiel Ω
�
Z � tel que :

ż � ∂Ω
∂Z

(2.45)

Si Ω est une fonction convexe de Z qui contient l’origine, la dissipation intrinsèque
est automatiquement positive, car, pour le point courant Z, tous les points du domaine
délimité par l’équipotentielle Ω � Cte sont situés du même côté du plan tangent, défini
par la normale ∂Ω � ∂Z , et :

φ1 � Z
∂Ω
∂Z

(2.46)

L’application de la transformation de Legendre-Fenchel permet de définir Ω � , dépen-
dant des vitesses des variables d’état :

Ω � � ż � � max
Z

�
Zż � Ω

�
Z ��� (2.47)

Les variables Z s’obtiennent alors comme les dérivées partielles de Ω � par rapport à ż .
Les modèles standards généralisés supposent donc que toute l’information concernant
le comportement non–linéaire des matériaux peut être résumée dans deux potentiels,
l’énergie libre, qui décrit les relations entre les variables d’état et les forces thermo-
dynamiques associées, et les lois de comportement des phénomènes réversibles, et le
potentiel de dissipation Ω � , qui permet de caractériser les phénomènes dissipatifs.
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Couplages d’état, couplages dissipatifs

Un couplage d’état [MAR 89] est le résultat de la présence dans l’énergie libre
de termes croisés des variables d’état, ce qui introduit une dépendance au niveau de
la force thermodynamique. Ce type de couplage sera par exemple considéré entre
l’élasticité et l’endommagement (chapitre ??). Il suppose une certaine symétrie des
interactions, ainsi pour deux variables A1 et A2 forces associées de α1 et α2 :

∂A1

∂α2
� ∂A2

∂α1
� ∂2φ

∂α1∂α2
(2.48)

On rencontre au contraire un couplage dissipatif lorsqu’il y a plusieurs potentiels
Ω, soit ΩK , il vient alors :

ż � ∑
K

∂ΩK

∂Z
(2.49)

Ce type de couplage se rencontre également dans les modèles «multisurfaces» ou dans
les approches cristallographiques.

2.4. Les grandes classes de comportement

2.4.1. Les briques de base

L’allure qualitative de la réponse des matériaux à quelques essais simples per-
met de les ranger dans des classes bien définies. Ces comportements «de base», qui
peuvent être représentés par des systèmes mécaniques élémentaires, sont l’élasticité,
la plasticité et la viscosité. Les éléments les plus courants sont, en figure 2.2 :

1. Le ressort, qui symbolise l’élasticité linéaire parfaite, pour laquelle la déforma-
tion est entièrement réversible lors d’une décharge, et où il existe une relation
biunivoque entre les paramètres de charge et de déformation (figure 2.2a).

2. L’amortisseur, qui schématise la viscosité, linéaire (figure 2.2b) ou non–linéaire
(figure 2.2c). La viscosité est dite pure s’il existe une relation biunivoque entre
la charge et la vitesse de chargement. Si cette relation est linéaire, le modèle
correspond à la loi de Newton.

3. Le patin, qui modélise l’apparition de déformations permanentes lorsque la
charge est suffisante (figure 2.2d). Si le seuil d’apparition de la déformation
permanente n’évolue pas avec le chargement, le comportement est dit plastique
parfait. Si, de plus, la déformation avant écoulement est négligée, le modèle est
rigide–parfaitement plastique.

Ces éléments peuvent être combinés entre eux pour former des modèles rhéolo-
giques. Ceux-ci représentent des systèmes mécaniques qui servent de support dans
la définition des modèles. Il ne faut en aucun cas leur accorder un trop grand crédit
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σ � Eε

σ � ηε̇

σ � ηε̇1 � N

� σy
� σ � σy

a.

b.

c.

d.

Figure 2.2. Les « briques de base » pour la représentation des comportements.

pour ce qui concerne la représentation des phénomènes physiques qui sont à la base
des déformations. Ils sont néanmoins brièvement présentés ici, car ils permettent de
comprendre la nature des relations à introduire pour chaque type de comportement,
en pratiquant par exemple l’exercice qui consiste à combiner deux à deux les modèles
élémentaires. C’est aussi l’occasion d’introduire l’ensemble du vocabulaire qui sera
utile dans le cas général des chargements tridimensionnels.

La réponse de ces systèmes peut être jugée dans 3 plans différents, qui permettent
d’illustrer le comportement lors d’essais de type :

— écrouissage, ou augmentation monotone de la charge ou de la déformation,
(plan déformation–contrainte, ε-σ) ;

— fluage, ou maintien de la charge (plan temps–déformation, t-ε) ;

— relaxation, ou maintien de la déformation (plan temps–contrainte, t-σ).

2.4.2. Plasticité uniaxiale

Modèle élastique–parfaitement plastique

L’association d’un ressort et d’un patin en série (figure 2.3a) produit un compor-
tement élastique parfaitement plastique, modélisé en figure 2.3c. Le système ne peut
pas supporter une contrainte dont la valeur absolue est plus grande que σy.

Pour caractériser ce modèle, il faut considérer une fonction de charge f dépendant
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a.

(σy) (E)

b.

(σy)

(H)

εp

σ
σy

� σy

c.

σy

H
εp

σ

d.

Figure 2.3. Associations en série ou parallèle de patin et ressort

de la seule variable σ, et définie par :

f
�
σ � ���σ � � σy (2.50)

Le domaine d’élasticité correspond aux valeurs négatives de f , et le comportement du
système se résume alors aux équations suivantes :

� domaine d’élasticité si : f � 0
�
ε̇ � ε̇e � σ̇ � E �

� décharge élastique si : f � 0 et ḟ � 0
�
ε̇ � ε̇e � σ̇ � E �

� écoulement plastique si : f � 0 et ḟ � 0
�
ε̇ � ε̇p �

En régime élastique, la vitesse de déformation plastique est bien entendu nulle,
la vitesse de déformation élastique devenant à son tour nulle pendant l’écoulement
plastique. Ceci implique que l’expression de la vitesse de déformation plastique ne
peut pas se faire à l’aide de la contrainte. C’est au contraire la vitesse de déformation
qui doit être choisie comme pilote.

Le modèle est sans écrouissage, puisque le niveau de contrainte ne varie plus au
sortir du domaine d’élasticité. Il n’y a donc pas d’énergie stockée au cours de la dé-
formation, la dissipation en chaleur est donc égale à la puissance plastique. Le modèle
est susceptible d’atteindre des déformations infinies sous charge constante, conduisant
à la ruine du système par déformation excessive.



Concepts généraux 25

Modèle de Prager

L’association en parallèle de la figure 2.3b correspond au comportement illustré
en figure 2.3d. Dans ce cas, l’écrouissage est linéaire. Il est dit cinématique, car dé-
pendant de la valeur actuelle de la déformation plastique. Sous cette forme, le mo-
dèle est rigide–plastique. Il devient élasto–plastique si l’on rajoute un ressort en série.
La forme de la courbe dans le plan σ � εp est due au fait que, lors de l’écoulement
plastique, la contrainte qui s’établit dans le ressort vaut X � Hεp. Par ailleurs, cet
écoulement ne se produit que si la valeur absolue de la contrainte dans le patin, soit
�σ � Hεp � , est égale à σy. Pour une déformation donnée, cette contrainte X est une
contrainte interne qui caractérise le nouvel état neutre du matériau.

Ce deuxième exemple offre l’occasion d’écrire un modèle plus complet que pré-
cédemment. La fonction de charge dépend maintenant de la contrainte appliquée et de
la contrainte interne. Elle s’écrit :

f
�
σ � X � � �σ � X � � σy (2.51)

Il n’y aura présence d’écoulement plastique que si on vérifie à la fois f � 0 et ḟ � 0.
Ceci conduit à la condition suivante :

∂ f
∂σ

σ̇ � ∂ f
∂X

Ẋ � 0 (2.52)

D’où :

signe
�
σ � X � σ̇ � signe

�
σ � X � Ẋ � 0 (2.53)

σ̇ � Ẋ , et finalement : ε̇p � σ̇ � H (2.54)

Dans ce cas, la contrainte évolue au cours de l’écoulement plastique, si bien qu’elle
peut servir de variable de contrôle. Mais il est aussi toujours possible d’exprimer la
vitesse d’écoulement plastique en fonction de la vitesse de déformation totale, en uti-
lisant la décomposition de la déformation combinée avec l’expression de la vitesse
de déformation plastique, le cas où H � 0 redonnant bien entendu le cas du matériau
parfaitement plastique :

ε̇p � E
E � H

ε̇ (2.55)

Il est remarquable de noter que le calcul de l’énergie dissipée au cours d’un cycle
produit exactement le même résultat que pour le premier montage, ce qui indique
que, pour ce type de comportement, une partie de l’énergie est temporairement sto-
ckée dans le matériau (ici, dans le ressort), et entièrement restituée à la décharge. Ceci
donne une illustration physique de la notion d’écrouissage renversable, alors que les
règles d’écrouissage cinématique non–linéaire considérées plus loin seront accompa-
gnées d’une dissipation d’énergie (paragraphe 3.7.2).
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Écriture générale des équations de l’élastoplasticité uniaxiale

Dans le cas général, les conditions de «charge–décharge» s’expriment donc :

� domaine d’élasticité si : f
�
σ � Ai � � 0

�
ε̇ � σ̇ � E �

� décharge élastique si : f
�
σ � Ai � � 0 et ḟ

�
σ � Ai � � 0

�
ε̇ � σ̇ � E �

� écoulement plastique si : f
�
σ � Ai � � 0 et ḟ

�
σ � Ai � � 0

�
ε̇ � σ̇ � E � ε̇p �

Dans le cas général, le module H dépend de la déformation et/ou des variables
d’écrouissage. La valeur du module plastique au point (σ � Ai) s’obtient en écrivant que
le point représentatif du chargement reste sur la limite du domaine d’élasticité au cours
de l’écoulement. L’équation qui en découle s’appelle la condition de cohérence :

ḟ
�
σ � Ai � � 0 (2.56)

Ce formalisme peut paraître un peu lourd dans le cadre d’un chargement uniaxial,
mais il est utile de le mettre en place, car ce sont les mêmes outils qui seront en-
suite utilisés dans le cas plus complexe des chargements multiaxiaux. Dans les deux
exemples qui ont été décrits, le domaine d’élasticité est soit fixe, soit mobile, sa taille
étant conservée. Le premier cas ne nécessite bien entendu aucune variable d’écrouis-
sage, le second fait intervenir une variable X qui dépend de la valeur actuelle de la dé-
formation plastique. Cette variable deviendra tensorielle dans le cas général. Le type
d’écrouissage correspondant s’appelle écrouissage cinématique (figure 2.4b). Dans
le cas particulier illustré par le modèle rhéologique, l’évolution de la variable X est
linéaire en fonction de la déformation plastique, c’est le modèle d’écrouissage ciné-
matique linéaire (Prager, 1958).

Une autre évolution élémentaire que peut subir le domaine d’élasticité est l’expan-
sion. Cet autre cas (figure 2.4a) correspond à un matériau dont le domaine d’élasticité
voit sa taille augmenter, mais qui reste centré sur l’origine : il s’agit d’un écrouissage
isotrope (Taylor et Quinney, 1931). La variable d’écrouissage qui intervient dans f est
la dimension du domaine d’élasticité, notée R :

f
�
σ � X � R � ���σ � � R � σy (2.57)

L’évolution de cette variable est la même quel que soit le signe de la vitesse de dé-
formation plastique. Elle s’exprimera donc en fonction de la déformation plastique
cumulée, p, variable dont la dérivée est égale à la valeur absolue de la vitesse de la
déformation plastique : ṗ � � ε̇p � . Bien entendu, il n’y a pas de différence entre p et εp

tant que le chargement est monotone croissant. Dans ce cas, vérifier la condition de co-
hérence revient tout simplement à exprimer que la valeur actuelle de la contrainte est
sur la frontière du domaine d’élasticité. Pour l’écrouissage cinématique, cela s’écrit
σ � X � σy, et pour l’écrouissage isotrope σ � R � σy. Cela signifie donc que c’est
la loi d’évolution de la variable d’écrouissage qui détermine exactement la forme de
la courbe de traction. Les deux modèles rhéologiques invoqués donnent des courbes
linéaires, avec des modules plastiques nul ou constant. Il est souvent plus réaliste de



Concepts généraux 27

considérer une courbe qui se sature en fonction de la déformation, soit par exemple
une fonction puissance (loi de Ramberg–Osgood, avec deux coefficients matériaux K
et m) ou une exponentielle, cette dernière formulation offrant l’avantage d’introduire
une contrainte ultime σu supportable par le matériau (deux coefficients matériau, σu

et b en plus de σy) :

σ � σy � K
�
εp � m (2.58)

σ � σu � �
σy � σu � exp

� � bεp � (2.59)

Dans bien des cas, les utilisateurs ne prennent pas la peine de définir une forme ex-
plicite de la loi de comportement, et décrivent la courbe de traction point par point.
Cela revient implicitement à considérer un écrouissage isotrope. Ce type d’écrouis-
sage est prédominant pour les déformations importantes (au delà de 10%). Cepen-
dant, l’écrouissage cinématique continue de jouer un rôle important lors de décharges,
même pour les grandes déformations, et c’est lui qui est prépondérant pour les faibles
déformations et les chargements cycliques. Il permet en particulier de simuler correc-
tement l’effet Bauschinger, c’est–à–dire le fait que la contrainte d’élasticité en com-
pression décroît par rapport à la contrainte initiale à la suite d’un préécrouissage en
traction. Il est néanmoins moins souvent utilisé que l’écrouissage isotrope, car son
traitement numérique est plus délicat.

εp

σ

R � σy

R � σy
σy

a. Isotrope

X
σy

σyσy

εp

σ

b. Cinématique

Figure 2.4. Illustration des deux principaux types d’écrouissage

2.4.3. Viscoélasticité uniaxiale

Un exemple de modèle rhéologique

Le modèle de Maxwell regroupe un amortisseur et un ressort en série (figure 2.5a),
celui de Voigt un amortisseur et un ressort en parallèle (figure 2.5b). Leurs équations
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a. Maxwell

(η) (E0)

b. Voigt

(η)

(H)

t

ε

σ0 � H

σ0 � E0

Voigt

Maxwell

c. Fluage

Maxwell

E0ε0

t

σ

d. Relaxation

Figure 2.5. Fonctionnement des modèles de Maxwell et Voigt

respectives sont :

� Maxwell : ε̇ � σ̇ � E0 � σ � η ; (2.60)

� Voigt : σ � Hε � ηε̇ � ou encore : ε̇ � �
σ � H ε ��� η (2.61)

La particularité du modèle de Voigt est de ne pas présenter d’élasticité instantanée.
Ceci entraîne que sa fonction de relaxation n’est pas continue et dérivable par mor-
ceaux, avec un saut fini à l’origine : l’application d’un saut de déformation en t � 0
produit une contrainte infinie. Ce modèle n’est donc pas utilisable en relaxation, sauf
si la mise en charge est progressive, et sera pour cette raison associé à un ressort en
série pour effectuer des calculs de structure (modèle de Kelvin–Voigt du paragraphe
suivant). Sous l’effet d’une contrainte σ0 constante en fonction du temps, la déforma-
tion tend vers la valeur asymptotique σ0 � H, le fluage est donc limité (figure 2.5c). Par
ailleurs, si, après une mise en charge lente, la déformation est fixée à une valeur ε0,
la contrainte asymptotique sera H ε0. Il n’y a donc pas dans ce dernier cas disparition
complète de la contrainte. Au contraire, dans le cas du modèle de Maxwell, la vitesse
de fluage est constante (figure 2.5c), et la disparition de contrainte au cours d’une
expérience de relaxation est totale (figure 2.5d).

Dans le cas de modèles et de chargement aussi simples, la réponse est obtenue
instantanément par intégration directe des équations différentielles. Les formules ob-



Concepts généraux 29

a. Kelvin–Voigt

(E0)

(H)

(η)

b. Zener

(η)
(E2)

(E1)

Figure 2.6. Exemple de modèles composés.

tenues sont respectivement, pour le modèle de Maxwell :

� fluage sous une contrainte σ0 : ε � σ0 � E0 � σ0 t � η (2.62)

� relaxation à la déformation ε0 : σ � E0ε0 exp
� � t � τ � (2.63)

et pour le modèle de Voigt :

� fluage sous une contrainte σ0 : ε � �
σ0 � H � � 1 � exp

� � t � τ � � � (2.64)

Les constantes τ � η � E0 et τ � � η � H sont homogènes à un temps, τ désignant le temps
de relaxation du modèle de Maxwell.

2.4.4. Étude d’un modèle composé

Le modèle de Kelvin–Voigt (figure 2.6a) présente respectivement les réponses sui-
vantes, pour t � 0, en fluage sous une contrainte σ0, en posant τ f � η � H, et en relaxa-
tion pour une déformation ε0, en posant τr � η � � H � E0 � :

ε
�
t � � C

�
t � σ0 �

�
1

E0
� 1

H

�
1 � exp

� � t � τ f � � � σ0 (2.65)

σ
�
t ��� E

�
t � ε0 �

�
H

H � E0
� E0

H � E0
exp

� � t � τr � � E0ε0 (2.66)

Le temps caractéristique en relaxation, τr, est plus court que le temps correspondant en
fluage, τ f . Le matériau évolue donc plus vite vers son état asymptotique en relaxation
qu’en fluage.

Le modèle de Zener (figure 2.6b) peut se ramener au modèle de Kelvin–Voigt,
à l’aide du double changement de variable 1 � E1 � 1 � E0 � 1 � H, et E2 � E0 � H, ce
qui prouve que les deux modèles sont en fait identiques. La même observation peut
être faite en fluage. Ce modèle correspond au comportement du béton. Les modèles
indiqués peuvent être encore améliorés :
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– le modèle de Kelvin–Voigt généralisé est obtenu en ajoutant en série d’autres
modules amortisseur-ressort (H � η) dans le cas du premier modèle ; ce modèle
représente en général correctement le comportement des polymères fortement
réticulés ;

– le modèle de Maxwell généralisé est obtenu en ajoutant en parallèle d’autres
modules amortisseur-ressort (E2 � η) au second modèle ; ce modèle représente
qualitativement le comportement des polymères thermoplastiques.

2.4.5. Viscoplasticité uniaxiale

Un exemple de modèle rhéologique

a. Schéma du modèle

(E)

(H)

(η)

(σy)
εvp

σ

ε̇
σy

b. Comportement en traction

Figure 2.7. Modèle de Bingham généralisé

La figure 2.7a indique comment, en rajoutant un simple amortisseur, il est pos-
sible de passer très simplement d’un modèle ayant un comportement plastique indé-
pendant du temps à un modèle viscoplastique : le modèle obtenu est le modèle de
Bingham généralisé. On retrouverait l’original de ce modèle en enlevant le ressort
en série (E � ∞, pas d’élasticité instantanée, on obtient alors un modèle rigide vi-
scoplastique, et en supprimant le ressort en parallèle, H � 0, pas d’écrouissage). La
déformation élastique se lit aux bornes du ressort de caractéristique E, la déformation
viscoplastique, que l’on nommera εvp, aux bornes de l’assemblage en parallèle. La
détermination des équations de ce modèle s’effectue en considérant les équations de
comportement individuelles de chacun des éléments :

X � Hεvp σv � ηε̇vp σp
� σy (2.67)

où X , σv et σp sont respectivement les contraintes dans le ressort de caractéristique H,
dans l’amortisseur et dans le patin, et :

σ � X � σv � σp (2.68)

Il y a donc comme pour le modèle plastique un domaine d’élasticité, dont la frontière
est atteinte lorsque �σp � � σy. On distingue alors trois régimes de fonctionnement,
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selon que la vitesse de déformation viscoplastique est nulle, positive ou négative :
�
a � ε̇vp � 0 �σp � � �σ � Hεvp � � σy (2.69)�
b � ε̇vp � 0 σp � σ � Hεvp � ηε̇vp � σy (2.70)�
c � ε̇vp � 0 σp � σ � Hεvp � ηε̇vp � � σy (2.71)

Le cas
�
a � correspond à l’intérieur du domaine d’élasticité ( �σp � � σy ) ou à un état

de décharge élastique ( �σp � � σy et � σ̇p � �
0), les deux autres cas à de l’écoulement

( �σp � � σy et � σ̇p � � 0 ). En posant � x � � max
�
x � 0), les trois cas peuvent se résumer

par une seule expression :

ηε̇vp � � �σ � X � � σy � signe
�
σ � X � (2.72)

ou encore :

ε̇vp � � f �
η

signe
�
σ � X � � avec f

�
σ � X � ���σ � X � � σy (2.73)

La nature du modèle a maintenant complètement changé, puisque le point représentatif
de l’état de contrainte courant peut se trouver dans la zone f � 0, et que la vitesse
d’écoulement est maintenant régie par le temps : elle peut être non nulle sans qu’il y
ait d’incrément de contrainte ou de déformation. Ceci explique qu’en figure 2.7b la
courbe de traction ne soit plus unique (plus la vitesse est grande, plus la contrainte
visqueuse σv sera élevée, et plus la courbe de traction sera haute), et que, lors d’une
décharge, le point de fonctionnement ne pénètre pas immédiatement dans le domaine
d’élasticité (on peut donc avoir un écoulement positif à contrainte décroissante). Par
ailleurs, il est possible de simuler des expériences de fluage ou de relaxation.

En fluage (figure 2.8), en supposant qu’on applique un échelon de contrainte (de
0 à σo � σy) à partir d’un état de référence où toutes les déformations sont nulles, le
modèle prévoit que la déformation viscoplastique est une exponentielle en fonction du
temps t, avec un temps caractéristique τ f � η � H (figure 2.8a) :

εvp � σo � σy

H

�
1 � exp

�
� t

τ f � � (2.74)

La figure 2.8b montre, dans le plan contrainte–déformation viscoplastique, les évo-
lutions respectives de la contrainte interne X et du seuil X � σy. Lorsque ce dernier
rejoint la contrainte appliquée σo, la vitesse de déformation viscoplastique s’annule.

En relaxation, la réponse à un échelon de déformation (de 0 à εo tel que Eεo � σy)
fait cette fois intervenir un temps caractéristique de relaxation τr � η � � E � H � :

σ � σy
E

E � H

�
1 � exp

�
� t

τr � � � Eεo

E � H

�
H � E exp

�
� t

τr � � (2.75)

La figure 2.9a montre le trajet parcouru par le point représentatif de l’état de contrainte
au cours de la relaxation (pente � E puisque ε̇vp � σ̇ � E � 0). La figure 2.9b représente
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t

σ0 � σy

H

εvp

a.

X

σy

σy

σ0

σ

εvp

b.
Figure 2.8. Fluage avec le modèle de Bingham

quant à elle le trajet caractéristique au cours d’une expérience d’effacement, ou en-
core de recouvrance. En fonction du niveau de chargement initial, on peut rencontrer
après décharge une vitesse d’écoulement négative ou nulle, mais en aucun cas on ne
pourra ramener la déformation viscoplastique à zéro, sauf dans le cas particulier où
la contrainte σy est nulle. Il n’y a alors plus de seuil initial, et on conçoit bien qu’il
n’est plus nécessaire dans ce cas de définir une décomposition de la déformation : on
retrouve d’ailleurs le modèle de Kelvin–Voigt, donc une approche viscoélastique.

� E

H

εvp

σ

σy

a.

O

A

B

CD

εvp

σ

σy

OA : transitoire

AB : relaxation
BC : décharge

CD : effacement
incomplet

b.
Figure 2.9. Fonctionnement du modèle de Bingham à déformation imposée

Quelques modèles classiques en viscoplasticité

Dans l’exemple précédent, la vitesse de déformation viscoplastique est proportion-
nelle à une certaine contrainte efficace, différence entre la contrainte appliquée et le
seuil, qui représente la distance entre le point de fonctionnement actuel et la frontière
du domaine d’élasticité, qui n’est rien d’autre que la valeur de la fonction f au point
de fonctionnement courant. La relation linéaire peut être remplacée par une forme
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plus générale, en introduisant une fonction de viscosité, φ, qui fournit alors en traction
simple :

ε̇vp � φ
�
f � (2.76)

Pour un modèle qui comporterait à la fois de l’écrouissage isotrope et cinématique,
cette relation s’inverse sous la forme suivante, toujours en traction simple :

σ � σy � X � R � φ � 1 � ε̇vp � � σy � X � R � σv (2.77)

La courbe de traction est déterminée par l’évolution du seuil, exactement comme dans
le cas d’un modèle de plasticité (au travers de X et R), mais également par la fonc-
tion de viscosité, qui pilote la valeur de la contrainte visqueuse σv. Pour des raisons
physiques évidentes, on considère que φ

�
0 � � 0, et on suppose également que φ est

une fonction monotone croissante. Dans le cas où σv s’annule, le modèle reproduit
un comportement plastique indépendant du temps. Par ailleurs, plus la vitesse de sol-
licitation augmente, et plus la contrainte atteinte pour une déformation donnée sera
élevée.

Dans le cadre d’un modèle viscoplastique, il y a donc deux possibilités pour intro-
duire de l’écrouissage. On conserve les possibilités d’action sur des variables de type
X et R, et on peut également jouer sur la forme de la contrainte visqueuse. On ap-
pelle classiquement modèles à écrouissage additif ceux qui jouent sur les variables de
type plasticité et modèles à écrouissage multiplicatif ceux qui jouent sur la contrainte
visqueuse, une approche où les deux mécanismes sont présents étant bien entendu
également envisageable. Par ailleurs, contrairement au cas de la plasticité, on peut ici
considérer un modèle dans lequel le domaine d’élasticité se réduit à l’origine (σ � 0),
et qui ne possède pas d’écrouissage. Ainsi le modèle le plus courant est–il le modèle
de Norton (avec deux coefficients matériau K et n) :

ε̇vp �
� �σ �

K � n

signe
�
σ � (2.78)

On peut le généraliser pour en faire un modèle à seuil sans écrouissage, ou réintroduire
X et R aux côtés de σy, ce qui conduit à un modèle à écrouissage additif ([LEM 85b]).

ε̇vp �
� �σ � � σy

K � n

signe
�
σ � (2.79)

ε̇vp �
� �σ � X � � R � σy

K � n

signe
�
σ � X � (2.80)

Il y a également une grande liberté pour choisir d’autres formes que la fonction puis-
sance, ainsi un sinus hyperbolique dans le modèle de Sellars et Teggart (loi sans
écrouissage, coefficients A et K) :

ε̇vp � A sinh

� �σ �
K � signe

�
σ � (2.81)
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Pour obtenir des lois à écrouissage multiplicatif, il faut admettre que la fonction φ
ne dépend pas uniquement de f , ainsi la loi de Lemaitre (coefficients matériau K, m
et n positifs) :

ε̇vp �
� �σ �

K � n

p
� n � m signe

�
σ � avec ṗ ��� ε̇vp � (2.82)

2.4.6. Influence de la température

Tous les coefficients caractéristiques qui ont été définis ci–dessus sont suscep-
tibles de dépendre de la température. Les dépendances se définissent en général par
des tables, après examen du comportement isotherme. Dans certains cas, lorsque les
mécanismes physiques sont bien définis, il est possible de préciser explicitement l’in-
fluence de la température. La loi la plus couramment utilisée pour cela est la loi d’Ar-
rhenius. Elle est valide en fluage. Elle introduit une énergie d’activation thermique Q,
et R, constante des gaz parfaits (le rapport Q � R est homogène à une température), et
indique que plus la température est élevée pour une charge donnée, plus la vitesse de
déformation est grande :

ε̇vp � ε̇o exp
� � Q � RT � (2.83)

Ceci permet de construire des équivalences temps–température, et, en menant en la-
boratoire des essais à température plus élevée que la température de fonctionnement
visée dans les applications, d’obtenir en un temps limité des informations sur le com-
portement à long terme. Cette approche doit bien entendu être manipulée avec pré-
caution dans le cas de matériaux vieillissants, et elle ne peut être étendue à de trop
grandes plages de température.

2.4.7. Résumé

Les équations très générales qui ont été écrites pour le moment mettent en évidence
la nature des modèles de viscoélasticité, de plasticité et de viscoplasticité. Ces deux
derniers ont en commun l’existence d’un domaine d’élasticité (éventuellement réduit
à l’origine pour le modèle viscoplastique) et de variables d’écrouissage. Par contre,
il faut aussi retenir que l’écoulement plastique est instantané, alors que l’écoulement
viscoplastique est retardé :

dεp � g
�
σ � 	 	 	 � dσ ; dεvp � g

�
σ � 	 	 	 � dt (2.84)

Ceci aura des conséquences importantes pour l’écriture du comportement élasto-
(visco)-plastique tangent. On n’a vu pour le moment que des formes très naïves
d’écrouissage. Les formes réalistes seront abordées plus loin, afin de les considérer
directement dans le cas tridimensionnel.
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2.5. Critères

La description des modèles à utiliser sous chargement uniaxial qui a été faite dans
le chapitre précédent a mis en évidence un domaine d’élasticité, dans l’espace des
contraintes et des variables d’écrouissage, pour lequel il n’y a pas d’écoulement plas-
tique ou viscoplastique. La trace de ce domaine sur l’axe de la contrainte se limite à
un segment de droite, qui peut subir une translation ou une extension (il peut même
parfois se limiter à un point). Par ailleurs certains modèles sont capables de repré-
senter une contrainte maximale supportable par le matériau. Afin de pouvoir aborder
l’étude des chargements multiaxiaux, il est nécessaire de se donner les moyens de dé-
finir de telles limites en tridimensionnel. On passe donc en revue les outils disponibles
pour écrire ces modèles dans le cas de milieux continus, enfin on montre les princi-
pales classes de critères. De même que pour les lois d’écoulement qui ont été citées
précédemment, le choix de tel ou tel critère va dépendre du matériau étudié.

2.5.1. Les outils disponibles

Le cas du chargement uniaxial étudié jusqu’à présent fait apparaître un domaine
d’élasticité au travers de deux valeurs de contrainte, l’une en traction, l’autre en com-
pression, pour lesquelles se produit l’écoulement plastique. Ainsi dans le cas du mo-
dèle de Prager, le domaine d’élasticité initial est le segment

� � σy � σy � , et sa position
pour une déformation plastique εp est

� � σy � X � σy � X � , avec X � Hεp. Il est décrit
par la fonction de charge (définie de � 2 dans � ), f :

�
σ � X � � f

�
σ � X � . Pour définir

ce même domaine en présence de chargements multiaxiaux, la fonction f devient une
fonction du tenseur de contrainte, σ� et du tenseur X� � Hε� p, (de � 12 dans � ) telle que si
f
�
σ� � X� � � 0, l’état de contraintes est élastique, si f

�
σ� � X� � � 0, le point de fonctionne-

ment est sur la frontière, la condition f
�
σ� � X� � � 0 définissant l’extérieur du domaine.

Dans le cas général, l’ensemble de départ contiendra les contraintes et toutes les va-
riables d’écrouissage, scalaires ou tensorielles, il faut donc définir f

�
σ� � Ai � . On va dans

un premier temps limiter la présentation à la définition du domaine d’élasticité initial,
pour lequel on supposera que les variables Ai sont nulles, si bien qu’on se contentera
d’écrire les restrictions des fonctions f dans l’espace des contraintes.

L’expérience montre que, pour la plupart des matériaux, le domaine d’élasticité
initial est convexe (c’est en particulier vrai pour les métaux qui se déforment par glis-
sement cristallographique). La fonction de charge doit donc elle–même être convexe
en σ� , ce qui implique, pour tout réel λ compris entre 0 et 1, et pour un couple (σ� 1, σ� 2)
quelconque de la frontière :

f
�
λσ� 1 � �

1 � λ � σ� 2 � � λ f
�
σ� 1 � � �

1 � λ � f
�
σ� 2 � (2.85)

Comme dans le cas de l’étude du tenseur d’élasticité, il faut ici encore respecter les
symétries matérielles. Ceci implique en particulier dans le cas d’un matériau isotrope
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que f soit une fonction symétrique des seules contraintes principales, ou bien encore,
ce qui est équivalent, des invariants du tenseur des contraintes dont la définition pro-
vient du polynôme caractéristique :

I1 � Tr
�
σ� � � σii

I2 �
�
1 � 2 � Tr � σ� 2 � � �

1 � 2 � σi jσ ji

I3 �
�
1 � 3 � Tr � σ� 3 � � �

1 � 3 � σi jσ jkσki

L’expérience montre que la déformation plastique d’un grand nombre de maté-
riaux est indépendante de la pression hydrostatique. Ceci amène à considérer comme
variable critique à faire figurer dans la définition du critère non plus le tenseur de
contraintes lui-même, mais son déviateur s� , défini en enlevant à σ� la pression hydro-
statique, et ses invariants :

s� � σ� � �
I1 � 3 � I�

J1 � Tr � s� � � 0

J2 �
�
1 � 2 � Tr � s� 2 � � �

1 � 2 � si js ji

J3 �
�
1 � 3 � Tr � s� 3 � � �

1 � 3 � si js jkski

Il est commode, en vue de réaliser les comparaisons avec les résultats expérimen-
taux, de disposer d’expressions des critères dans lesquelles les valeurs de f sont ho-
mogènes à des contraintes, c’est ce qui amène par exemple à utiliser à la place de J2

l’invariant J, qui peut également s’exprimer en fonction des contraintes principales
σ1, σ2, σ3, ou de la contrainte σ dans le cas d’un état de traction simple :

J � ���
3 � 2 � si js ji � 1 � 2 � � � 1 � 2 � � � σ1 � σ2 � 2 � �

σ2 � σ3 � 2 � �
σ3 � σ1 � 2 � � 1 � 2 � � σ �

(2.86)

La valeur précédente est à rapprocher de celle de la contrainte de cisaillement oc-
taédral. Les plans octaédraux sont ceux dont le vecteur normal est de type � 1 � 1 � 1 �
dans l’espace des contraintes principales. Il est aisé de montrer que le vecteur
contrainte évalué sur le plan (1,1,1) à partir des valeurs de σ1, σ2, σ3 a pour com-
posantes normale σoct et tangentielle τoct :

σoct �
�
1 � 3 � I1 ; τoct �

���
2 � 3 � J (2.87)

La valeur de J définit donc le cisaillement dans les plans octaédraux. Les remarques
précédentes indiquent que le plan de normale (1,1,1) va être un plan privilégié pour la
représentation des critères. En effet, tous les points représentant des états de contrainte
qui ne diffèrent que par un tenseur sphérique (donc qui sont équivalents vis–à–vis d’un
critère qui ne fait pas intervenir la pression hydrostatique) s’y projettent sur le même
point. La figure 2.10 montre ce plan, dans lequel les projections des axes principaux
déterminent des angles de 2π � 3, et qui a comme équation σ1 � σ2 � σ3 ��� I1 � 3.
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σ1 σ2

σ3

désigne les points qui peuvent se ramener à
de la traction simple, ceux qui peuvent se ra-
mener à la compression simple (par exemple un
chargement biaxial, car un état où les seules
contraintes non nulles sont σ1 � σ2 � σ est
équivalent à σ3 �

� σ), est un état de cisaille-
ment

Figure 2.10. Définition du plan déviateur

2.5.2. Critères ne faisant pas intervenir la pression hydrostatique

Critère de von Mises

Dans la mesure où la trace du tenseur des contraintes n’intervient pas, le critère le
plus simple est celui qui n’utilise que le second invariant du déviateur des contraintes,
ou encore J. Ceci correspond à un ellipsoïde dans l’espace des tenseurs s� symétriques
(expression quadratique des composantes si j , qui sont toutes équivalentes), soit, si σy

est la limite d’élasticité en traction :

f
�
σ� ��� J � σy (2.88)

Critère de Tresca

L’expression du critère de von Mises fait intervenir les cisaillements maximaux
dans chaque plan principal, représentés par les quantités (σi � σ j). La spécificité du
critère de Tresca est de ne retenir que le plus grand d’entre eux. Le fait de rajouter une
pression à chaque terme de la diagonale ne modifie pas, comme prévu, la valeur du
critère. Contrairement au cas précédent, cette expression ne définit en général pas une
surface régulière (discontinuité de la normale, points anguleux) :

f
�
σ� � � max

i � j
�σi � σ j � � σy (2.89)

Comparaison des critères de Tresca et von Mises

Comme il n’est bien entendu pas question de se placer dans l’espace des 6 (ou 9)
composantes du tenseur des contraintes, il faut se résoudre à ne visualiser les frontières
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du domaine d’élasticité que dans des sous–espaces à deux ou trois dimensions. Les
représentations les plus courantes s’effectuent :

– dans le plan traction–cisaillement (figure 2.11a), lorsque seules les composantes
σ � σ11 et τ � σ12 sont non nulles ; les expressions des critères se réduisent alors
à :

� von Mises : f
�
σ � τ � � � σ2 � 3τ2 � 1 � 2 � σy

� Tresca : f
�
σ � τ � � � σ2 � 4τ2 � 1 � 2 � σy

– dans le plan des contraintes principales (σ1 � σ2) (figure 2.11b), lorsque la troi-
sième contrainte principale σ3 est nulle :

� von Mises : f
�
σ1 � σ2 � � � σ2

1 � σ2
2 � σ1σ2 � 1 � 2 � σy

� Tresca : f
�
σ1 � σ2 � � σ2 � σy si 0

� σ1
� σ2

f
�
σ1 � σ2 � � σ1 � σy si 0

� σ2
� σ1

f
�
σ1 � σ2 � � σ1 � σ2 � σy si σ2

�
0

� σ1

(symétrie par rapport à l’axe σ1 � σ2)

– dans le plan déviateur (figure 2.10), le critère de von Mises est représenté par un
cercle, ce qui est cohérent avec son interprétation par le cisaillement octaédral,
le critère de Tresca par un hexagone ;

– dans l’espace des contraintes principales, chacun de ces critères est représenté
par un cylindre de génératrice (1,1,1), qui s’appuie sur les courbes définies dans
le plan déviateur.

σ11

σ12

� σy σy

τm

τt

a.

σ1

σ2

� σy

σy

σy

� σy

b.

Figure 2.11. Comparaison des critères de Tresca (en pointillés) et de von Mises (traits pleins),
(a) En traction-cisaillement (von Mises : τm � σy

���
3, Tresca : τt � σy

�
2), (b) En traction

biaxiale
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2.5.3. Critères faisant intervenir la pression hydrostatique

Ces critères sont nécessaires pour représenter la déformation plastique des ma-
tériaux pulvérulents, des sols ou en présence d’endommagement du matériau. Ils
expriment le fait qu’une contrainte hydrostatique de compression rend plus diffi-
cile la déformation plastique. Une des conséquences de leur formulation est qu’ils
introduisent une dissymétrie traction–compression. Cette section montre quelques
exemples, certains d’entre eux étant détaillés dans le paragraphe 3.11.

Critère de Drucker–Prager

C’est une extension du critère de von Mises, combinaison linéaire du deuxième
invariant du déviateur et de la trace du tenseur des contraintes. C’est toujours un cercle
dans le plan déviateur, mais qui dépend de l’«altitude» sur la trissectrice des axes
σ1 � σ2 � σ3 de contraintes principales (figure 2.12a) :

f
�
σ� � � J � σy � αI1

1 � α
(2.90)

La limite d’élasticité en traction reste σy, et la limite d’élasticité en compression est
� σy � � 1 � 2α � . Le coefficient α dépend du matériau, il est bien entendu compris entre
0 et 1/2, et on retrouve le critère de von Mises pour α � 0 (figure 2.12b).

σ1

σ2

σ3 σy � α

a.

f � 0 I1

J

σy � α

σy � 1 � α

b.

Figure 2.12. Représentation du critère de Drucker–Prager, (a) dans l’espace des contraintes
principales, (b) dans le plan I1

� J.

Le critère de Mohr–Coulomb

Il est apparenté au critère de Tresca, faisant intervenir comme lui le cisaillement
maximal, mais en même temps la contrainte «moyenne», représentée par le centre du
cercle de Mohr correspondant au cisaillement maximum, soit :

f
�
σ� ��� σ1 � σ3 � �

σ1 � σ3 � sinφ � 2C cosφ (avec σ3
� σ2

� σ1) (2.91)
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Ce critère est sous–tendu par la notion de frottement, et suppose que le cisaillement
maximal que peut subir le matériau (Tt en figure 2.13a) est d’autant plus grand que
la contrainte normale de compression est élevée. La limite admissible constitue une
courbe intrinsèque dans le plan de Mohr. La formule énoncée ci–dessus est obtenue
avec une règle de frottement linéaire :

� Tt � � � tan
�
φ � Tn � C (2.92)

La constante C est la cohésion, correspondant à la contrainte de cisaillement qui peut
être supportée par le matériau sous contrainte moyenne nulle. L’angle φ désigne le
frottement interne du matériau. Si C est nul et φ non nul, le matériau est dit pulvérulent.
Si φ est nul et C non nul, comme dans le cas du critère de Tresca, le matériau est
purement cohérent.

Le critère peut également s’exprimer sous la forme suivante, en fonction de la
poussée Kp et de la limite d’élasticité en compression, Rp :

f
�
σ� � � Kp σ1 � σ3 � Rp (2.93)

avec Kp � 1 � sinφ
1 � sinφ

Rp � 2C cosφ
1 � sinφ

(2.94)

Dans le plan déviateur (figure 2.13b) on obtient un hexagone irrégulier, caractérisé
par les valeurs suivantes (avec p � � � 1 � 3 � I1) :

σt � 2
�

6
�
C cosφ � psinφ ��� � 3 � sinφ � (2.95)

σc � 2
�

6
� � C cosφ � psinφ ��� � 3 � sinφ � (2.96)

f � 0 Tn

Tt

a.

σ1 σ2

σ3

σt

σc

b.

Figure 2.13. Représentation du critère de Mohr-Coulomb, (a) dans le plan de Mohr, (b) dans
le plan déviateur

Critères «fermés»

Les deux critères précédents prévoient que le matériau devient infiniment résistant
en compression triaxiale. Ce comportement n’est en général pas vérifié sur les maté-
riaux réels qui sont sensibles à la pression hydrostatique. Pour permettre de simuler
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par exemple des opérations de compaction, on a recours à des modèles “fermés”, dans
lesquels on définit la courbe limite en deux parties, le raccord s’effectuant pour une
valeur critique négative de la pression hydrostatique. On retiendra par exemple le cap
model, qui ferme par une ellipse le critère de Drucker–Prager, ou le modèle de Cam–
clay (utilisé pour les argiles), dont la courbe limite est définie par deux ellipses dans
le plan (I1 � J).

2.5.4. Critères anisotropes

Lorsqu’on mesure expérimentalement la surface de charge sur un matériau mé-
tallique, on constate qu’en présence de déformations inélastiques, elle subit une ex-
pansion, une translation, et une distorsion. Les deux premières modifications sont re-
présentées par les écrouissages isotropes et cinématiques, mais la dernière n’est pas
prise en compte par les modèles courants, d’autant que la forme évolue au cours de
la déformation sous chargement complexe : on est là en présence d’anisotropie in-
duite. Il existe par ailleurs des matériaux fondamentalement anisotropes par fabrica-
tion, matériaux composites à fibres longues par exemple. Les modèles de matériaux
hétérogènes permettent de tenir compte naturellement de certaines anisotropies, mais
ils restent d’un emploi délicat, et on ne peut pas actuellement envisager de traiter dans
un cadre industriel le cas de l’anisotropie la plus complexe. Il existe néanmoins de
nombreuses possibilités d’extension des critères isotropes à la description de maté-
riaux anisotropes. La voie la plus générale, mais qui n’est pas réellement opération-
nelle, consiste à considérer que le critère est une fonction des composantes du tenseur
des contraintes dans une base donnée. La forme choisie doit être intrinsèque, ce qui
impose que le résultat obtenu soit invariant par changement de repère. Un guide pour
construire ce type de modèle est fourni par les théories des invariants (voir par exemple
[BOE 78]).

La solution la plus généralement adoptée généralise le critère de von Mises, en
utilisant à la place de J

�
σ � l’expression :

JB
�
σ� � � �

σ� : B�� : σ� � 1 � 2 (2.97)

qui fait intervenir le tenseur du quatrième ordre B�� . Choisir pour B�� le tenseur J�� tel

que s� � J�� : σ� (s� déviateur associé à σ� ) redonne bien entendu le critère de von Mises.

Comme pour le cas de l’élasticité, on peut réduire le nombre de composantes libres du
tenseur B�� par des considérations de symétrie. En plus des conditions habituelles sur les

composantes Bi jkl � Bi jlk � B jikl � Bkli j , il faut tenir compte du fait que B j jkl � 0 si
l’on veut encore assurer l’incompressibilité plastique (la vitesse de déformation plas-
tique est portée par la direction B�� : σ� ). Il reste donc 15 coefficients libres (comme une

matrice 5 � 5 symétrique). Si le matériau admet 3 plans de symétrie perpendiculaires,
les termes de couplage entre composantes axiales et composantes de cisaillement (tels
B1112) sont nuls, et il ne reste que 6 composantes, lorsque le tenseur est exprimé dans
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le repère correspondant. On retrouve alors l’expression classique :

f
�
σ� ��� (F

�
σ11 � σ22 � 2 � G

�
σ22 � σ33 � 2 � H

�
σ33 � σ11 � 2

� 2Lσ2
12 � 2Mσ2

23 � 2Nσ2
13)

1 � 2 � σy � fH
�
σ� � (2.98)

En représentant le tenseur d’ordre 4 comme une matrice 6x6, les termes de B��
s’écrivent dans ce cas particulier :�������

�

F � H � F � H 0 0 0
� F G � F � G 0 0 0
� H � G H � G 0 0 0
0 0 0 2L 0 0
0 0 0 0 2M 0
0 0 0 0 0 2N

��������
� (2.99)

Une manipulation simple permet de vérifier que le même critère s’exprime égale-
ment en fonction des composantes du tenseur déviateur associé à σ� , JB

�
σ� � � �

s� : B�� � :

s� � 1 � 2, où les composantes de B�� � s’écrivent :�������
�

2F � G � 2H 0 0 0 0 0
0 2F � 2G � H 0 0 0 0
0 0 � F � 2G � 2H 0 0 0
0 0 0 2L 0 0
0 0 0 0 2M 0
0 0 0 0 0 2N

��������
� (2.100)

L’isotropie transverse autour de l’axe 3 ne laisse subsister que 3 coefficients indé-
pendants, car on a alors F � G, L � M, N � F � 2H. L’isotropie complète implique
de plus F � H, L � N, N � 3F, ce qui redonne le tenseur J�� signalé plus haut et l’in-

variant de von Mises. Si on veut de plus représenter la dissymétrie entre traction et
compression, il faut avoir recours à une expression qui réintroduit une forme linéaire,
telle celle du critère de Tsaï :

f
�
σ� � � fH

�
σ� � � Q

�
σ22 � σ33 � � P

�
σ11 � σ33 � (2.101)

De même qu’il existe une voie de généralisation pour les critères exprimés en
terme d’invariants, il existe des résultats pour ceux qui sont exprimés en termes de
contraintes principales. Un cas très courant en géotechnique est celui des matériaux
isotropes transverses, dont le critère peut s’écrire en fonction des contraintes normales
principales et de N et T , qui sont respectivement les contraintes normales et tangen-
tielles sur une facette perpendiculaire à l’axe de schistosité (c’est–à–dire une facette
parallèle au plan isotrope de schistosité), défini par le vecteur normé n.

N � n 	 σ� 	 n ; T � ���� �� σ� 	 n �� �� 2 � N2 � 1 � 2
(2.102)
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Ainsi le critère de Coulomb pour les matériaux isotropes transverses s’écrit :

f
�
σ� � � max

�
Kp maxσi � minσi � Rc � T � N tanφ � � C � � (2.103)

Kp � 1 � sinφ
1 � sinφ

� Rc � 2C cosφ
1 � sinφ

(2.104)

et où φ désigne l’angle de frottement dans le plan de schistosité, C la cohésion, φ �
l’angle de frottement pour le glissement d’une lame par rapport à l’autre, C � la cohé-
sion.

2.6. Méthodes numériques de résolution des systèmes d’équations non–linéaires

On présente ici les méthodes générales de résolution de systèmes d’équations non–
linéaires se mettant sous la forme :

� R � � � U � � ��� 0 � (2.105)

où � R � est dépendant de � U � On se trouve dans le cas linéaire quand � R � � � U � � se
met sous la forme

�
K � 	 � U � � � A � où

�
K � est indépendant de � U � . Il est à noter qu’une

équation écrite sous la forme � R � � � U � � � � A � peut se réécrire sous la forme générale
de l’équation 2.105. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, ces méthodes de
résolution seront employées à la fois lors de la résolution du problème «global» et lors
de l’intégration des lois de comportement (problème «local»).

2.6.1. Méthodes de type Newton/Newton modifié

La méthode de Newton est itérative et consiste à linéariser l’équation précédente
(k : numéro d’itération) :

� R � � � U � � ��� R � � � U � k � � ∂ � R �
∂ � U �

���� � U ��� � U � k

	 � � U � � � U � k � (2.106)

On notera : �
K � � � U � � � ∂ � R �

∂ � U � (2.107)

ou

Ki j
� � U � ��� ∂Ri

∂U j
(2.108)

On obtient après résolution du système linéarisé (figure 2.14a) :

� U � k � 1 ��� U � k � �
K � � 1

k 	 � R � k (2.109)
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� R

��
� U

��

�
U �

�
R ��� � 0 �

(a)

fonction
itérations

� R

��
� U

��

�
U �

�
R ��� � 0 �

(b)

fonction
itérations

Figure 2.14. (a) Méthode de Newton, (b) Méthode de Newton modifiée.

Dans le cas de systèmes comportant un grand nombre de variables, le coût du
calcul de

�
K � � 1 peut devenir très important devant le coût du calcul de � R � � � U � � et

du produit
�
K � � 1 	 � R � k, de sorte que l’on préfère se contenter de la matrice inversée

obtenue pour la première itération et de poursuivre les itérations sans recalculer cette
matrice (voir figure 2.14b). Dans ce cas, la convergence est moins rapide en termes
de nombre d’itérations mais peut être plus rapide en termes de temps de calcul. On a
alors :

� U � k � 1 ��� U � k � �
K � � 1

0 	 � R � k (2.110)

Il est possible d’utiliser d’autres variantes de la méthode de Newton modifiée. Ainsi,
en inversant la matrice

�
K � lors des deux premiers incréments, puis en la gardant

constante, on obtient :

� U � 1 � � U � 0 � �
K � � 1

0 	 � R � 0
� U � 2 � � U � 1 � �

K � � 1
1 	 � R � 1 (2.111)

	 	 	
� U � k � 1 � � U � k � �

K � � 1
1 	 � R � k

Dans le cas où l’on réalise un certain nombre d’incréments pour lesquels il faut ré-
soudre un système non–linéaire (comme dans le cas de la méthode des éléments finis)
on peut garder la matrice

�
K � � 1 calculée au premier incrément. Il est toutefois clair

que cette solution ne pourra pas s’appliquer dans le cas de contacts, de grandes trans-
formations, etc.
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2.6.2. Cas à une inconnue, ordre de convergence

Méthode du point fixe

Il s’agit ici de résoudre l’équation

f
�
x � � 0 (2.112)

où x est un scalaire. Une première méthode consiste à transformer cette équation sous
la forme

x � g
�
x � (2.113)

dont la solution est appelée point fixe. On obtient la solution de manière itérative en
choisissant une valeur initiale x0 :

xn � 1 � g
�
xn � (2.114)

Soit s la solution de x � g
�
x � . S’il existe un intervalle autour de s tel que � g � � �

K � 1
alors la série xn converge vers s. Pour prouver cette proposition, on remarque tout
d’abord qu’il existe toujours t vérifiant t � �

x � s � tel que (théorème des acroissements
finis)

g
�
x � � g

�
s � � g � � t � � x � s � (2.115)

Comme g
�
s � � s et xn � g

�
xn � 1 � , on obtient :

� xn � s � � � g �
xn � 1 � � g

�
s � � � � g � � t � � � xn � 1 � s �

�
K � xn � 1 � s �

������� �
Kn � x0 � s � (2.116)

Comme K � 1, limn � ∞ � xn � s � � 0.

Ordre d’une méthode itérative

On note εn l’erreur sur xn

xn � s � εn (2.117)

En réalisant un développement limité de xn � 1 on obtient

xn � 1 � g
�
xn � � g

�
s � � g � � s � � xn � s � � 1

2
g � � � s � � xn � s � 2

� g
�
s � � g � � s � εn � 1

2
g � � � s � ε2

n (2.118)

On obtient alors

xn � 1 � g
�
s ��� xn � 1 � s � εn � 1 � g � � s � εn � 1

2
g � � � s � ε2

n (2.119)
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L’ordre d’une méthode itérative donne une mesure de sa vitesse de convergence.
A l’ordre 1 on obtient

εn � 1
� g � � s � εn (2.120)

et à l’ordre 2

εn � 1
� 1

2
g � � � s � ε2

n (2.121)

Application à la méthode de Newton

Dans le cas de la méthode de Newton, on réalise un développement limité autour
de xn pour trouver xn � 1 :

f
�
xn � 1 � � f

�
xn � � �

xn � 1 � xn � f � � xn � � 0 (2.122)

Soit

xn � 1 � xn � f
�
xn �

f � � xn � (2.123)

Ceci nous ramène à la méthode du point fixe avec

g
�
x ��� x � f

�
x �

f � � x � (2.124)

On a

g � � x � � f
�
x � f � � � x �
f � � x � 2 (2.125)

et

g � � � x � � f � � � x �
f � � x � � 2

f
�
x � f � � � x � 2
f � � x � 3 � f

�
x � f � � � � x �
f � � x � 2 (2.126)

On remarque que
g � � s � � 0 (2.127)

La méthode de Newton est donc d’ordre 2. En outre, il existe un intervalle autour de s
tel que � g � � s � � � 1. La méthode de Newton converge toujours pour une valeur initiale
x0 suffisamment proche de la solution.

Application à la méthode de Newton modifiée

Dans le cas de la méthode de Newton modifiée, on réécrit l’équation 2.122 sous la
forme

f
�
xn � 1 � � f

�
xn � � �

xn � 1 � xn � K � 0 (2.128)

où K est une constante. On a donc

xn � 1 � xn � f
�
xn �

K
(2.129)
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soit

g
�
x � � x � f

�
x �

K
(2.130)

et

g � � x ��� 1 � f � � x �
K

(2.131)

Comme g � � s � �� 0, cette méthode est d’ordre 1. Elle converge pour K tel que :

� 1 � 1 � f � � s �
K
� 1 (2.132)

K étant une dérivée évaluée à l’itération i, soit K � f � � xi � , il faut donc que K et f � � s �
aient même signe, et que f � � s � � 2K.

2.6.3. Méthode BFGS (Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno)

Une alternative à la méthode de Newton [BAT 82, MAT 79, PRE 88], consiste à
réactualiser l’inverse de la matrice

�
K � afin d’obtenir une approximation sécante de la

matrice de l’itération k � 1 à l’itération k. Si on définit l’incrément de l’inconnue � U �
par :

� δ � k � � U � k � � U � k � 1 (2.133)

et l’incrément de l’écart à la solution :

� γ � k � � R � k � � R � k � 1 (2.134)

la matrice actualisée
�
K � k doit vérifier

� γ � k � �
K � k 	 � δ � k (2.135)

La méthode BFGS se divise en trois étapes :

1. Evaluation d’un incrément du vecteur � U � :

∆ � U � � � �
K � � 1

k � 1 	 � R � k � 1 (2.136)

∆ � U � donne la direction du véritable incrément.

2. Recherche d’une solution dans la direction ∆ � U � sous la forme

� U � k ��� U � k � 1 � β∆ � U � (2.137)

où β est un scalaire. β est calculé pour minimiser le produit scalaire

� ∆ � U � 	 � R � k (2.138)

On peut toutefois omettre cette étape et prendre β � 1. On peut alors calculer
� δ � k et � γ � k.
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3. Evaluation de la matrice corrigée
�
K � � 1

k . Dans la méthode BFGS, la matrice
réactualisée se met sous la forme :

�
K � � 1

k � �
A � T

k 	 �
K � � 1

k � 1 	 �
A � k (2.139)

où
�
A � est une matrice ayant la forme suivante :

�
A � k �

�
I � � � v � k � � w � k (2.140)

où � v � k et � w � k sont des vecteurs calculés à partir de quantités déjà connues :

� v � k � �
� � δ � k 	 � γ � k
� δ � k 	 �

K � � 1
k � 1 	 � δ � k � 1 � 2 �

K � � 1
k � 1 	 � δ � k � � γ � k (2.141)

� w � k � 1
� δ � k 	 � γ � k � δ � k (2.142)

La direction ∆ � U � est obtenue par le produit :

∆ � U � ��� � �
I � � � w � k � 1

� � v � k � 1 � 	 	 	 � �
I � � � w � 1 � � v � 1 � 	 �

K � � 1
0 	� �

I � � � v � 1 � � w � 1 � 	 	 	 � �
I � � � v � k � 1

� � w � k � 1 � 	 � R � k � 1 (2.143)

Il n’est pas nécessaire de calculer
�
K � � 1

k , il suffit de multiplier � R � k � 1 par
�
I � �

� v � k � 1
� � w � k � 1 	 	 	 �

I � � � v � 1 � � w � 1, puis le résultat par
�
K � � 1

0 et de faire les multipli-
cations dans le sens inverse

�
I � � � w � 1 � � v � 1 � 	 	 	 �

I � � � w � k � 1
� � v � k � 1 pour obtenir

∆ � U � .

2.6.4. Méthode itérative. Gradient conjugué

Cette méthode [LUE 84] a été développée pour résoudre des systèmes de la forme :

V
� � U � � � 1

2
� U � 	 �

K � 	 � U � � � U � 	 � F � (2.144)

La dérivation de l’équation précédente donne :

∂V
∂ � U � �

�
K � 	 � U � � � F � � � r � (2.145)

où � r � est le résidu ou “gradient” de l’équation 2.144. La méthode utilise l’approxi-
mation suivante de la solution :

� d � i � � r � i � βi � d � i � 1

� U � i � 1 � � U � i � αi � d � i ��� U � i � αi � r � i � αiβi � d � i � 1 (2.146)
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où � d � i est la direction de recherche. On cherche αi et βi de sorte à minimiser V
� � u � � ,

soit :
∂V
∂αi

� 0
∂V
∂βi

� 0 (2.147)

On a :

∂V
∂αi

� ∂V
∂ � U � i � 1

	 ∂ � U � i � 1

∂αi
� � �

K � 	 � U � i � 1 � � F � � 	 � d � i � � r � i � 1 	 � d � i � 0 (2.148)

et

∂V
∂βi

� ∂V
∂ � U � i � 1

	 ∂ � U � i � 1

∂βi
��� r � i � 1 	 � αi � d � i � 1 � � αi � r � i � 1 	 � d � i � 1 � 0 (2.149)

Le problème revient alors à trouver αi et βi tels que

� r � i � 1 	 � d � i � 0 (2.150)

� r � i � 1 	 � d � i � 1 � 0 (2.151)

On a

� r � i � 1 � � � F � � �
K � 	 � U � i � 1

� � � F � � �
K � 	 � � U � i � αi � r � i � αiβi � d � i � 1 �

� � � F � � �
K � 	 � U � i � αi

�
K � 	 � � r � i � βi � d � i � 1 �

� � r � i � αi
�
K � 	 � � r � i � βi � d � i � 1 �

� � r � i � αi
�
K � 	 � d � i (2.152)

En notant que par construction, on a � r � i 	 � d � i � 1 � 0, on obtient

� r � i � 1 	 � d � i � 1 � αi � d � i � 1 	 �
K � 	 � � r � i � βi � d � i � 1 � � 0 (2.153)

Soit

βi ��� � d � i � 1 	 �
K � 	 � r � i

� d � i � 1 	 �
K � 	 � d � i � 1

(2.154)

βi correspond au coefficient de descente optimal. A partir de βi, il est possible
de calculer � d � i. En utilisant la relation � r � i � 1 � � r � i � αi

�
K � 	 � d � i et l’équation

� r � i � 1 	 � d � i � 0, on obtient :

αi � � � r � i 	 � d � i� d � i 	 �
K � 	 � d � i (2.155)

Ceci correspond à une orthogonalisation, au sens du produit scalaire associé à
�
K �

du nouveau gradient par rapport à la direction précédente. Le principal avantage de
la méthode du gradient conjugué est qu’il n’est pas nécessaire de calculer la matrice�
K � � 1. Le plus grand volume de calcul réside dans les produits matrice–vecteur. Les

autres phases du calcul ne sont que de simples produits scalaires et combinaisons
linéaires de vecteurs. Dans un contexte éléments finis, il n’est pas nécessaire de stocker
la matrice globale

�
K � mais il faut alors recalculer les matrices élémentaires à chaque

itération.
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Figure 2.15. Types de réponse charge–déplacement : (a) Charge croissante. Couple U–F
unique dans tous les cas. (b) Courbe charge déplacement avec charge limite. Plusieurs solutions
en déplacement pour une charge donnée. (c) Courbe charge déplacement avec rebroussement
en déplacement. Plusieurs solutions en charge pour un déplacement donné.

2.6.5. Méthode de Riks

Cette méthode [RIK 79], de par sa formulation, s’applique tout particulièrement
au cas de la mécanique.

Pilotage du problème

Le mode de pilotage le plus naturel du problème éléments finis consiste à imposer
les charges extérieures ( � Fe � ). Le système à résoudre est alors de la forme :

� Fi � � � U � ��� � Fe � (2.156)

Ce type de pilotage convient bien au cas où la charge est une fonction monotone du
déplacement.

Dans les cas où il existe une charge limite (plasticité) ou une instabilité de structure
(cloquage d’une plaque), la charge n’est plus monotone et il faut piloter à déplacement
imposé. Cela revient à diminuer le nombre de degrés de liberté du système. Les réac-
tions correspondant à ces degrés de liberté sont alors libres.

Dans les cas où il existe un rebroussement sur la courbe force–déplacement (clo-
quage), il convient de réaliser un pilotage mixte en déplacement et chargement. La
figure 2.15 résume les trois situations.
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Paramétrage de la réponse charge–déplacement

L’équation d’équilibre est écrite sous la forme

λ � Fe � ��� Fi � � � U � � (2.157)

� Fe � est le vecteur des charges de référence et est connu. λ est le paramètre de charge.
Il y a donc désormais une inconnue de plus. Le trajet

� � U � � λ � peut être paramétré par
la longueur d’arc s telle que

λ � λ
�
s � � U � ��� U � � s � (2.158)

Le vecteur tangent unitaire à la courbe s’écrit :

� t � ���
���� ����

1
m

d � U �
ds

1
m

dλ
ds

� �������� avec m �	� d � U �
ds

	 d � U �
ds

� dλ
ds

dλ
ds

(2.159)

La dérivation de l’équation d’équilibre (équation 2.157) par rapport à s donne :

dλ
ds
� Fe � � �

K � 	 d � U �
ds

� � 0 � (2.160)

avec
�
K � � d � Fi � � d � U � . On notera � UF �

� UF � ��
 K � 1 � 	 � Fe � (2.161)

On a donc :
d � U �

ds
� dλ

ds
� UF � (2.162)

Longueur d’arc imposée

La technique de pilotage mixte à longueur d’arc imposée consiste à réaliser des
incréments dans l’espace

� � U � � λ � de sorte que l’incrément ait une longueur donnée
∆s :

∆ � U � 	 ∆ � U � � �
∆λ � 2 � �

∆s � 2 (2.163)

En écrivant

∆ � U � � ∆s
dλ
ds
� UF � (2.164)

∆λ � ∆s
dλ
ds

(2.165)

l’équation précédente se reformule sous la forme :�
dλ
ds � 2

� UF � 	 � UF � �
�

dλ
ds � 2

� 1 (2.166)
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On obtient donc pour la première itération :

∆λ1 � � ∆s�
1 � � UF � 	 � UF � (2.167)

∆ � U � 1 � ∆λ1 � UF � (2.168)

Le signe de ∆λ1 est choisi de sorte à maximiser le produit scalaire

∆λp∆λ1 � ∆ � U � p 	 ∆ � U � 1 (2.169)

où � ∆λp � ∆ � U � p � sont les incréments solutions du pas précédent. On suppose donc

qu’il y a une certaine continuité de la direction de déplacement d’un incrément à
l’autre.

Pour les itérations suivantes, on note

δ � UR � i � �
K � � 1 	 � λi � Fe � � � Fi � i � (2.170)

δ � UR � i correspond à l’incrément de déplacement calculé pour un contrôle de charge
simple. La solution de l’itération i � 1 se met sous la forme

∆ � U � i � 1 � ∆ � U � i � δ � UR � i � δλ � UF � (2.171)

avec la condition :

∆ � U � i � 1 	 ∆ � U � i � 1 � � ∆λi � 1 � 2 � �
∆s � 2 (2.172)

Le terme δλ � UF � correspond à un changement de la charge appliquée. On a en outre

∆λi � 1 � ∆λi � δλ (2.173)

On obtient alors une équation quadratique en δλ de la forme (en tenant compte du fait
que, par construction ∆ � U � i 	 ∆ � U � i � � ∆λi � 2 � �

∆s � 2) :

a
�
δλ � 2 � bδλ � c � 0

avec a � 1 � � UF � 	 � UF �
b � 2 � � v � i 	 � UF � � ∆λi � (2.174)

c � 2 � U � i 	 δ � UR � i � δ � UR � i 	 δ � UR � i
avec � v � i ��� U � i � δ � UR � i

Il y a donc deux racines. On choisit la racine permettant de minimiser l’angle entre
deux évaluations de ∆ � U � successives. On maximise donc :

cosθi �

�
∆ � U � i � ∆λi � 	 �

∆ � U � i � 1 � ∆λi � 1 �
�
∆s � 2 (2.175)
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2.6.6. Convergence

La convergence de la résolution itérative peut être testée de différentes façons.
– On cherche à résoudre � R � � � 0 � . On arrête la résolution quand � R � est devenu

assez petit.
� � � R � � � n � Rε (2.176)

où Rε est la précision requise, avec :

� � � R � � � n ��� ∑
i

Rn
i � 1 � n

(2.177)

On utilise souvent la norme � � 	 � � ∞
� � � R � � � ∞ � max

i
�Ri � (2.178)

– Dans de nombreux cas, l’équation � R � � � 0 � peut s’écrire sous la forme � R � i �� R � e � � 0 � où � R � e est imposé (chargement extérieur). On peut alors définir un
écart relatif : � � � R � i � � R � e � �

� � � R � e � � � rε (2.179)

où rε est la précision relative requise. En mécanique � R � i correspond aux forces
internes et � R � e aux forces externes. Dans certains cas (par exemple refroidis-
sement thermique) � R � e � � 0 � ; il est alors impossible de définir un écart relatif
et on doit utiliser l’écart absolu � � � R � i � � R � e � � � Rε.

– On peut arrêter la recherche quand la solution trouvée � U � devient stable ; c’est–
à–dire : �� �� � U � k � 1 � � U � k �� �� n � Uε (2.180)

Note : Dans certains cas les vecteurs � R � et � U � , ne sont pas homogènes. Par
exemple dans le cas de la thermo–mécanique couplée, � U � contient des déplacements
et des températures et � R � des forces et des flux thermiques. Il faut alors normaliser
par des quantités prédéterminées les différentes composantes de � R � et � U � avant de
tester la convergence.

2.7. Méthodes numériques d’intégration des équations différentielles

2.7.1. Présentation générale

On traite dans cette partie de l’intégration numérique des équations différentielles
(ED) d’ordre 1. Les ED d’ordre supérieur peuvent généralement être réécrites sous la
forme d’ED d’ordre 1. Par exemple :

d2y
dt2 � q

�
t � dy

dt
� r

�
t � (2.181)
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peut se formuler sous la forme suivante :

dy
dt

� z
�
t � (2.182)

dz
dt

� r
�
t � � q

�
t � z � t � (2.183)

où z est une nouvelle variable.

De façon plus générale, une ED d’ordre 1 peut se mettre sous la forme :

v̇i � fi
�
t � v1 � 	 	 	 � vn � � i � 1 	 	 	 n (2.184)

ou

� v̇ � ��� f � � t � � v � � (2.185)

où � v � est un vecteur de taille n. Il convient de compléter ces équations par des condi-
tions initiales exprimées sous la forme

� v � � t � t0 � ��� v � 0 (2.186)

Dans ce chapitre, nous considérons deux méthodes d’intégration : (a) les méthodes
explicites de type Runge–Kutta [PRE 88, TOU 93], (b) les méthodes implicites de
point milieu (ou θ–méthode). On cherche à intégrer sur un intervalle de temps ∆t à
partir du temps initial t. La méthode la plus simple reste, bien entendu, la méthode
d’Euler qui est totalement explicite et très simple à formuler puisqu’elle repose uni-
quement sur la donnée du vecteur � v � au temps initial t :

� v � � t � ∆t ����� v � � t � � ∆t � v̇ � � t � � v � � (2.187)

Toutefois cette méthode n’est ni précise ni stable.

2.7.2. Méthode de Runge–Kutta

Méthode de base

En utilisant un développement de Taylor, on obtient :

� v � � t � ∆t � ��� v � � t � � � v̇ � � t � ∆t � O
�
∆t2 � (2.188)

L’intégration d’Euler donne donc une précision à l’ordre O
�
∆t2 � . On peut toutefois

effectuer un essai sur le point milieu (t � ∆t � 2). On pose

� δv1 � � ∆t � v̇ � � t � (2.189)
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et

� δv2 � � ∆t � v̇ �
�

t � ∆t
2
� � v � � t � � 1

2
� δv1 � �

� ∆t

�
� v̇ � � t � � ∆t

2
� v̈ � � t � �

� � δv1 � � ∆t2

2
� v̈ � � t � (2.190)

Le développement de Taylor à l’ordre 2 donne :

� v � � t � ∆t � ��� v � � t � � � v̇ � � t � ∆t � � v̈ � � t � ∆t2

2
� O

�
∆t3 � (2.191)

on peut éliminer le terme en � v̈ � � t � qui est égal à � δv2 � � � δv1 � . On obtient donc :

� v � � t � ∆t � ��� v � � t � � � δv2 � � O
�
∆t3 � (2.192)

Cette formule indique que l’on a éliminé le terme de premier ordre en ∆t : on ob-
tient donc une méthode du second ordre. On peut généraliser la procédure. Ainsi, une
méthode de Runge–Kutta du quatrième ordre s’écrit :

� δv1 � � ∆t � v̇ � � t � � v � �
� δv2 � � ∆t � v̇ �

�
t � ∆t

2
� � v � � 1

2
� δv1 � �

� δv3 � � ∆t � v̇ �
�
t � ∆t

2
� � v � � 1

2
� δv2 � � (2.193)

� δv4 � � ∆t � v̇ � � t � ∆t � � v � � � δv3 � �
� v � � t � ∆t � � � v � � t � � 1

6
� δv1 � � 1

3
� δv2 � � 1

3
� δv3 � � 1

6
� δv4 � � O

�
∆t5 �

Cette méthode demande donc 4 évaluations de la fonction � v̇ � alors que la méthode du
second ordre n’en demande que 2. Elle sera donc plus efficace si elle permet un pas de
temps deux fois plus grand pour une même précision. Toutefois ordre élevé ne signifie
pas toujours précision élevée. C’est pourquoi il convient d’employer une méthode à
pas de temps adaptatif.

Méthode à pas de temps adaptatifs

Le but d’une telle méthode est d’obtenir une précision prédéterminée tout en mi-
nimisant le temps calcul. Il s’agit alors de réaliser de grands pas de temps là où la
fonction � v̇ � varie peu et de raffiner la discrétisation lorsque � v̇ � varie rapidement.

Soit ∆t l’incrément de temps à réaliser. Celui–ci se divise en n incréments δt de
sorte que : ∆t � ∑k δtk. Dans le cas de la méthode d’ordre 4, la technique consiste à
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réaliser un pas de temps δt et 2 pas de temps correspondant à δt � 2. On a ainsi besoin
de 11 évaluations de � v̇ � (les deux intégrations partagent le même point de départ)
qu’il faut comparer aux 8 évaluations nécessaires à l’intégration en 2 fois δt � 2 (car on
obtient la même précision). Le surcoût vaut donc 11 � 8 � 1 	 375. Soit � v � � t � δt � la
solution exacte, on a donc :

� v � � t � δt � � � v1 � � �
δt � 5 � φ � � O

�
δt6 � (2.194)

� v � � t � δt � � � v2 � � 2
�
δt � 2 � 5 � φ � � O

�
δt6 � (2.195)

où � v1 � est le résultat obtenu avec un pas de temps δt et � v2 � le résultat obtenu avec
deux pas de temps δt � 2. A l’ordre 5, φ reste constant sur l’incrément. Le développe-

ment à l’ordre 5 en séries de Taylor, indique que : � φ ��� 1
5!

�
v
�
5 � � . La différence entre

les deux estimations est un indicateur de l’erreur commise :

� E � ��� v2 � � � v1 � (2.196)

C’est cette différence qu’il convient de garder plus petite qu’une précision donnée
en ajustant δt. En ignorant les termes en

�
δt � 6, on peut résoudre les équations 2.194

et 2.195. On obtient :

� v � � t � δt ����� v2 � � 1
15
� E � � O

�
δt6 � (2.197)

On obtient alors une estimation à l’ordre 5. Toutefois on ne contrôle toujours pas
l’erreur d’intégration. On peut utiliser � E � pour modifier le pas de temps. Soit � E0 �
la précision désirée. La précision est ici un vecteur. Si Ei � E0

i � � i alors on pourra
augmenter le pas de temps suivant, si

�
i � Ei � E0

i , il faut diminuer le pas de temps
actuel. Dans les deux cas, le facteur correctif α est donné par :

α � δti � 1

δti
� min

i

����
E0

i

Ei

����
1 � 5

(2.198)

car l’erreur est en δt5 pour la méthode de Runge–Kutta d’ordre 4. On prend, bien en-
tendu, le facteur le plus pénalisant. Reste à choisir � E0 � . On peut choisir une fraction
de la valeur de � v �

E0
i � ε � vi � (2.199)

pour passer les points où vi est proche de 0 on peut utiliser l’astuce suivante :

E0
i � ε

�
� vi � � δt

����
dvi

dt
���� � (2.200)

La précision � E0 � doit être obtenue sur l’incrément total ∆t et non sur les incréments
locaux δtk. Il convient donc d’employer une précision d’autant plus petite que δt est
petit par rapport à ∆t. Dans ce cas, on peut utiliser l’approximation suivante :

E0
i � εδt

����
dvi

dt
���� (2.201)
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La précision locale dépend alors de δt, et l’exposant de la formule 2.198 n’est plus
exact : au lieu de

�
1 � 5 � il faut utiliser

�
1 � 4 � .

En tenant compte du fait que ces deux exposants diffèrent assez peu et que les
estimations de l’erreur ne sont pas exactes, on utilise, de façon pragmatique, la formule
suivante pour actualiser le pas de temps local :

α � ����� ����
Smini

����
E0

i

Ei

����
1 � 5

si δt augmente

Smini
����
E0

i

Ei

����
1 � 4

si δt diminue

(2.202)

où S est un facteur de sécurité légèrement inférieur à 1.

2.7.3. θ–méthodes

Les θ–méthodes sont des méthodes implicites. Il existe deux formulations pos-
sibles. Soit � ∆v � l’incrément du vecteur � v � sur le pas de temps ∆t ; on peut évaluer
� ∆v � de deux façons différentes (avec 0

� θ �
1) :

� ∆v � �
�

∆t � v̇ � � t � θ∆t � type 1
∆t

���
1 � θ � � v̇ � � t � � θ � v̇ � � t � ∆t ��� type 2

(2.203)

Pour θ � 0 on retrouve le schéma explicite d’Euler. Si θ �� 0 les équations précédentes
doivent être résolues afin de trouver ∆v qui les satisfait.

Méthode type 1 (point milieu généralisé)

Pour trouver � ∆v � il suffit de résoudre le système non linéaire d’équations suivant :

� R � ��� ∆v � � ∆t � v̇ � � t � θ∆t � � � 0 � (2.204)

On utilise alors une méthode de Newton pour laquelle il faut évaluer le jacobien
�
J � de

l’équation précédente :

�
J � � ∂ � R �

∂ � ∆v � �
�
1 � � ∆t

∂ � v̇ �
∂ � ∆v �

���� t � θ∆t
(2.205)

Méthode type 2 (trapèze généralisé)

Pour trouver ∆v il suffit de résoudre le système non linéaire d’équations suivant :

� R � ��� ∆v � � ∆t
� �

1 � θ � � v̇ � � t � � θ � v̇ � � t � ∆t ������� 0 � (2.206)
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Comme précédemment, on utilise une méthode de Newton pour laquelle il faut évaluer
le jacobien :

�
J � � ∂ � R �

∂ � ∆v � �
�
1 � � ∆t θ

∂ � v̇ �
∂∆v

���� t � ∆t
(2.207)

2.7.4. Remarques

Quelle méthode d’intégration ?

Les θ–méthodes nécessitent le calcul du jacobien qui n’est pas toujours réalisable.
Dans ce cas, on doit alors utiliser les méthodes de type Runge–Kutta. Le calcul de

�
J �

peut être assez lourd mais on peut toutefois utiliser une approximation : la convergence
vers la solution est alors moins rapide.

Calcul de la matrice tangente avec une θ–méthode

Dans le cas des comportements mécaniques en petites déformations où on suppose
la séparation additive des déformations, soit,

ε� � ε� e � ε� p � ε� th (2.208)

la θ–méthode permet également, après convergence, de calculer la matrice tangente
du comportement. On peut réécrire le système d’équations à résoudre sous la forme :

� R � ��� R0 � (2.209)

avec

� R � �
�

∆ε� e � ∆ε� p

∆vi � ∆t v̇i � (2.210)

et

� R0 � �
�

∆ε� � ∆ε� th
0 � (2.211)

� R0 � est imposé. On peut alors faire une variation infinitésimale sur � R0 �
� δR0 � �

�
δ∆ε�

0 � (2.212)

et on a alors
� δR � � �

J � 	 � δv � � � δR0 � (2.213)

soit
� δv � � �

J � � 1 	 � δR0 � (2.214)
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On obtient donc
δ∆ε� e � J����e : δ∆ε� (2.215)

où
�
J�� �e � est la partie de

�
J � � 1 correspondant à la partie supérieure gauche :

�
J � � 1 � �

J � � �
� �

J�� �e � �
J �12 ��

J �21 � �
J �22 � � (2.216)

Comme σ� � Λ�� : ε� e on obtient :

δ∆σ� � Λ�� : δ∆ε� e (2.217)

L’opérateur tangent du comportement vaut donc :

L�� c � Λ�� : J����e (2.218)

Il est important de noter qu’on obtiendra à partir de L�� c une «matrice tangente

cohérente» [SIM 85a] (i.e. cohérente avec le schéma d’intégration), évaluée à partir
de la forme incrémentale du système différentiel. La forme obtenue est différente de
celle qui proviendrait de la formulation en vitesse, ainsi qu’on le verra plus loin.

Calcul de la matrice tangente avec une intégration de type Runge–Kutta

Dans le cadre de l’utilisation de la méthode de Runge–Kutta, il n’est pas possible
d’obtenir directement la matrice tangente du comportement. On peut toutefois calculer
celle–ci par perturbation de la solution. Soit ∆ε� l’incrément de déformation donnant
l’incrément de contrainte ∆σ� . La matrice tangente est calculée en réalisant des pertur-
bations sur ∆ε� . En utilisant les notations de Voigt, on obtient

Lc i j �
σi � � ∆ε� � � δε j � b j � � � σi � � ∆ε� � �

δε j
(2.219)

oú � b j � est le vecteur tel que :

b j
i � δi j (2.220)

2.8. Eléments finis

L’objet de cette partie est de rappeler certaines notions de la méthode des éléments
finis. L’accent sera mis en particulier sur la place des comportements matériaux dans
le cadre de cette méthode. Pour une présentation plus complète, on se reportera aux
ouvrages de référence [BAT 82, HUG 87, BAT 91, ZIE 00].
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η x

Figure 2.16. Discrétisation spatiale ( � � nœud).

2.8.1. Discrétisation spatiale

L’espace est discrétisé par des ensembles de nœuds, arêtes, faces (3D) et éléments.
Un point de l’espace est repéré par ses coordonnées dans l’espace réel x � �

x � y � z �
et par ses coordonnées dans l’espace de référence de l’élément auquel il appartient
η � �

η � ζ � ξ � (figure 2.16). Les coordonnées des nœuds de l’élément sont données par
xi � i � 1 	 	 	 n. Les coordonnées x sont reliées aux coordonnées η par la relation suivante
(somme de 1 à n sur i) :

x � N i � η � xi (2.221)

où N i sont des fonctions de forme vérifiant :

Ni � η j ��� δi j et ∑
i

Ni � η ��� 1 � � η (2.222)

On trouvera dans les ouvrages de référence les expressions des fonctions de forme des
différents éléments.

On définit en outre la matrice jacobienne de la transformation de l’espace de réfé-
rence vers l’espace réel η � x

J� � ∂x
∂η

(2.223)

Soit :

Ji j � ∂xi

∂η j
� ∂

�
Nkxk

i �
∂η j

� xk
i

∂Nk

∂η j
(2.224)

Le jacobien vaut :
J � det

�
J� � (2.225)

2.8.2. Méthodes d’intégration discrètes

Pour réaliser des intégrations spatiales (volume, surfaces, lignes), on utilise géné-
ralement la méthode de Gauss qui consiste à remplacer une intégration continue par
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�

� �

� � �

�

Figure 2.17. Points de Gauss dans l’élément de référence : élément carré à 8 nœuds, élément
triangle à 6 nœuds. ( � � nœud, � � point de Gauss).

une somme discrète sous la forme (exprimée ici en unidimensionnel) :
� 1

� 1
f
�
x � dx � wi f

�
xi � (2.226)

où les xi sont des positions prédéfinies d’évaluation de la fonction f (points de Gauss)
et les wi des poids associés à chacun de ces points. Une intégration discrète à n points
de Gauss permet d’évaluer exactement un polynôme d’ordre 2n � 1. Dans le cas des
polynômes d’ordre supérieur ou de fonctions non polynomiales, l’intégration de Gauss
fournit une approximation de la véritable intégrale. La méthode est ensuite facilement
étendue aux cas 2D et 3D dans le cas des éléments de référence carrés (2D) ou briques
(3D) pour lesquels les positions et les poids des points de Gauss peuvent être calculés
à partir du cas 1D. Dans le cas des éléments triangles (2D) et tétraèdres (3D), les
positions et les poids doivent être calculés spécifiquement.

Une intégrale effectuée sur le volume d’un élément fini Ve peut se transformer de
la façon suivante afin de réaliser l’intégration sur l’élément de référence Vr :�

Ve

f
�
x � dx �

�
Vr

f
�
η � Jdη � f

�
ηi � � Jwi � (2.227)

où ηi représente la position des différents points de Gauss dans l’espace de référence
(figure 2.17). On appellera vi le volume du point de Gauss i, avec :

vi � Jwi (2.228)

2.8.3. Discrétisation des champs d’inconnues

Les champs d’inconnues (déplacement, température, pression, etc.) doivent égale-
ment être discrétisés afin de permettre la résolution du problème. Ces champs peuvent
être définis :
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aux nœuds : déplacement, pression, température

par élément : pression dans le cas du traitement de l’incompressibilité, traitement
des contraintes planes.

par ensemble d’éléments : éléments périodiques utilisés dans le cadre de l’homogé-
néisation, éléments plans incluant des effets de torsion/flexion dans la troisième
direction.

En général, on utilise des champs définis aux nœuds. Ceux–ci sont interpolés en
utilisant les fonctions d’interpolation de l’élément. Ils sont alors continus. Dans le cas
d’un champ de déplacement, on a :

u
�
η ��� Nk � η � uk ou ui

�
η ��� Nk � η � uk

i (2.229)

où uk est le déplacement du nœud k. De la même façon, en thermique on aura (T :
température) :

T
�
η � � Ni � η � T i (2.230)

Les gradients peuvent alors être simplement calculés :

�
grad� u � i j � ∂ui

∂x j
� ∂ui

∂ηk

∂ηk

∂x j
� un

i
∂Nn

∂ηk

∂ηk

∂x j
(2.231)

�
gradT � i � ∂T

∂xi
� ∂T

∂ηk

∂ηk

∂xi
� T n ∂Nn

∂ηk

∂ηk

∂xi
(2.232)

En écrivant les tenseurs d’ordre 2 sous forme de vecteurs (notations de type Voigt),
on peut alors reécrire les formules précédentes sous la forme de produits matrice–
vecteur : �

grad� u � � �
B � 	 � ue � (2.233)

gradT � �
A � 	 � T e � (2.234)

où � ue � et � T e � représentent les vecteurs des variables relatives à l’élément considéré :

� ue � �
����������� ����������

u1
1

u1
2

u1
3
...

un
1

un
2

un
3

� ��������������������
� T e � � ��� �� T 1

...
T n

� ���� (2.235)

Le traitement de l’incompressibilité (??), des contraintes planes (??) et des condi-
tions de périodicité (??) fourniront des exemples de champs d’inconnues définis par
élément ou par groupe d’éléments.

Eléments isoparamétriques : on appelle éléments isoparamétriques les éléments
pour lesquels les inconnues et les coordonnées sont interpolées de la même manière :
fonctions d’interpolation et fonctions de forme sont donc identiques.
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2.8.4. Application à la mécanique

Écriture de l’équilibre

Le champ de déplacement discrétisé à rechercher par la méthode des éléments finis
vérifie les conditions limites en déplacement : il est donc cinématiquement admissible.
Toutefois le champ de contraintes associé au champ de déplacement n’est pas néces-
sairement statiquement admissible. Le problème revient donc à trouver le champ de
déplacement permettant de satisfaire le PPV : le champ de contrainte associé sera alors
statiquement admissible.

Principe de minimum de Greenberg

On suppose ici que le comportement du matériau peut se mettre sous la forme (cas
de l’élasticité et de la plasticité) :

σ̇� � L�� : ε̇� (2.236)

Si u̇ � est un champ cinématiquement admissible, on lui associe un champ de déforma-
tion ε̇� � et un champ de contrainte σ̇� � � L�� : ε̇� � . En général le champ σ̇� � n’est pas statique-

ment admissible. On montre que le champ solution u̇ minimise la fonctionnelle B
�
u̇ �

définie par :

B � 1
2

�
Ω

σ̇� � : ε̇� � dΩ �
�

Ω
ḟ 	 u̇ � dΩ � 3

∑
i � 1

�
Si

f

Ṫ d
i u̇ �idS (2.237)

En effet, il suffit de calculer la différence B
�
u̇ � � � B

�
u̇ � :

B
�
u̇ � � � B

�
u̇ � � 1

2

�
Ω

�
σ̇� � : ε̇� � � σ̇� : ε̇� � dΩ (2.238)

�
�

Ω
ḟ 	 � u̇ � � u̇ � dΩ � 3

∑
i � 1

�
Si

f

Ṫ d
i
�
u̇ �i � u̇i � dS

Le champ σ� étant solution il est CSA. Par ailleurs, ε� et ε� � sont CCA. En appliquant le
PPV, on a donc :

�
Ω

σ̇� :
�
ε̇� � � ε̇� � dΩ �

�
Ω

ḟ 	 � u̇ � � u̇ � dΩ � 3

∑
i � 1

�
S f

Ṫ d
i
�
u̇ �i � u̇i � dS (2.239)

d’où :

B
�
u̇ � � � B

�
u̇ � � 1

2

�
Ω

�
σ̇� � : ε̇� � � σ̇� : ε̇� � 2σ̇� : ε̇� � � dV (2.240)

On remplace alors σ̇� et σ̇� � en utilisant la loi de comportement (eq. 2.236) : σ̇� � L�� : ε̇� et

σ̇� � � L�� � : ε̇� � . Si les tenseurs L�� et L�� � sont tous les deux élastiques, ou bien tous les deux
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élastoplastiques, l’expression se met sous une forme simple, qui est bien positive,
pourvu que les tenseurs en question soient définis positifs :

B
�
u̇ � � � B

�
u̇ � � 1

2

�
Ω

�
ε̇� � � ε̇� � : L�� :

�
ε̇� � � ε̇� � dV (2.241)

La positivité est encore vérifiée si l’un des deux tenseurs est élastique et le second élas-
toplastique. Ceci démontre que le champ solution u̇ minimise la fonctionnelle B et est
unique. Dans le cas où le tenseur élastoplastique n’est pas défini positif, la proposition
n’est plus exacte.

2.8.5. Discrétisation éléments finis du principe de Greenberg.

On introduit ici la matrice
�
B � permettant de calculer la vitesse de déformation à

partir des déplacement nodaux (cf. 2.8.3) :

� ε̇� � � �
B � 	 � u̇e � (2.242)

On a alors σ̇� � L�� : ε̇� ou � σ̇� � �
�
L�� � 	 �

B � 	 � u̇e � . La fonctionnelle B est alors calculée

élément par élément :
B � ∑

e
Be (2.243)

avec

Be � u̇ � � 1
2

�
V e
� u̇e � 	 �

B � T 	
�
L�� � 	 �

B � 	 � u̇e � dV

�
�

V e
ḟ 	 � �

N � 	 � u̇e � � dV � 3

∑
i � 1

�
Se � i

f

Ṫ d
i
� � N � 	 � u̇e

i � � dS

� 1
2
� u̇e � 	

� �
V e

�
B � T 	

�
L�� � 	 �

B � dV � 	 � u̇e � (2.244)

�
� �

V e

�
N � T 	 ḟ dV � 	 � u̇e � �

3

∑
i � 1

� �
Se � i

f

Ṫ d
i � N � dS � 	 � u̇e

i �

où
�
N � est la matrice des fonctions de forme donnée par :

�
N � �

��
N1 0 0 	 	 	 Nn 0 0
0 N1 0 	 	 	 0 Nn 0
0 0 N1 	 	 	 0 0 Nn

��
(2.245)

� N � est le vecteur des fonctions de forme :

� N � � ��� �� N
1

...
Nn

� ���� (2.246)
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et � ue
i � le vecteur formé des composantes i des déplacements nodaux de l’élément :

� ue
i � � ��� �� u

1
i
...

un
i

� ���� (2.247)

Chaque élément contribue aux forces extérieures � Fe
e � , internes � Fe

i � et à la rigidité�
Ke � :

� Ḟe
e � �

� �
Ve

�
N � T 	 ḟ dV � � 3

∑
i � 1
� �

Se � i
f

Ṫ d
i � N � dS � (2.248)

�
Ke � �

�
V e

�
B � T 	

�
L�� � 	 �

B � dV (2.249)

et

� Ḟe
i � � �

Ke � 	 � u̇e � �
�

V e

�
B � T 	

�
L�� � 	 �

B � 	 � u̇e � dV �
�

V e

�
B � T 	 � σ̇� � (2.250)

Le vecteur global des forces externes, internes ainsi que la matrice de rigidité sont
ensuite obtenus par assemblage [HUG 87] :

� Ḟi � � A � Ḟe
i � (2.251)

� Ḟe � � A � Ḟe
e � (2.252)�

K � � A
�
Ke � (2.253)

où A représente l’opération d’assemblage. On cherche à minimiser B
�
u̇ � , c’est–à–dire

à trouver � u̇ � tel que :
dB

d � u̇ � ��� 0 � (2.254)

où � u̇ � est le vecteur regroupant toutes les inconnues. Le système à résoudre peut se
reformuler sous la forme suivante :

�
K � 	 � u̇ � � � Ḟe � (2.255)

On appellera � Fe � les vecteurs des forces extérieures correspondant aux charges ap-
pliquées sur la structure, � Fi � le vecteur des forces intérieures et

�
K � la matrice de

rigidité globale. Le problème a été jusqu’alors posé en vitesse mais il sera résolu de
façon incrémentale :

� ∆Fi � � �
Ke � 	 � ∆u � ��� ∆Fe � (2.256)

dans l’hypothèse des petites perturbations. Le cas des petites perturbations correspond
au cas où les déplacements sont faibles devant les dimensions (L) des pièces u � L
(petits déplacements) et où les déformations sont faibles ε � 1. Le passage de la
formulation en vitesse à la formulation incrémentale est la base du traitement par
éléments finis du cas des petites perturbations. Les non–linéarités éventuelles dans la
résolution du problème proviennent uniquement des non–linéarités du comportement
du matériau.
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On remarque que les forces intérieures peuvent également se calculer de la manière
suivante :

� Fe
i � �

�
Ve

�
B � T 	 � σ� � dV (2.257)

Les quantités � Fi � , � Fe � et
�
K � sont calculées élément par élément puis assemblées.

Les forces internes d’un élément sont calculées par intégration de Gauss de la façon
suivante :

� Fe
i � �

�
Ve

�
B � T 	 � σ� � dV � ∑

g

�
Bg � T 	 � σ� g � � Jgwg � (2.258)

La matrice de rigidité élémentaire est évaluée de la façon suivante :

�
Ke � �

�
Ve

�
B � T 	

�
L�� � 	 �

B � dV � ∑
g

�
Bg � T 	

�
L�� � 	 �

Bg � � Jgwg � (2.259)

Une fois assemblés, les vecteurs � Fi � et � Fe � sont des vecteurs de taille nd où nd est
le nombre de degrés de liberté du probème.

�
K � est une matrice de taille nd � nd. � Fi � k

est la réaction associée au degré de liberté k.

2.8.6. Une autre présentation de la discrétisation éléments finis

On peut obtenir le principe de la discrétisation éléments finis en partant du PPV.
La discrétisation de la puissance des forces extérieures aboutit naturellement à l’équa-
tion 2.248 pour chaque élément. Le champ de déplacement discrétisé vérifie les condi-
tions limites en déplacement : il est donc cinématiquement admissible. Toutefois le
champ de contraintes associé au champ de déplacement n’est pas nécessairement sta-
tiquement admissible. Le problème revient donc à trouver le champ de déplacement
u (discrétisé par � u � ) permettant de satisfaire le PPV : le champ de contrainte associé
sera alors statiquement admissible. Pour tout champ virtuel u̇, discrétisé par � u̇ � , la
puissance des efforts intérieurs est donnée par :

wi �
�

Ω
σ� � u � : ε̇� � u̇ � dV

� ∑
e

�
Ve

� σ� � � ue � � � 	 �
B � 	 � u̇e � dV

� ∑
e

� �
Ve

�
B � T 	 � σ� � � ue � � � dV � 	 � u̇e �

� � Fi
� � u � � � 	 � u̇ � (2.260)

A chaque degré de liberté est associée une réaction interne. L’ensemble de celles–
ci sont regroupées dans le vecteur � Fi

� � u � � � dont l’équation précédente fournit une
définition. Celle–ci doit être vérifiée pour tout champ � u̇ � CCA. Il en découle que � Fi �
est égal à :

� Fi � � A
� � Fe

i � � avec � Fe
i � �

�
Ve

�
B � T 	 � σ� � � ue � � � dV (2.261)
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Le problème à résoudre par rapport à � u � est donc :

� Fi
� � u � � � ��� Fe � (2.262)

Il s’agit d’un système non–linéaire que l’on peut résoudre par la méthode de Newton.
Il convient alors de calculer la matrice jacobienne :

�
K � � ∂ � Fi

� � u � � �
∂ � u � � A

∂ � Fe
i

� � ue � � �
∂ � ue �

� A
�
Ke � (2.263)

Reste donc à calculer
�
Ke � :

�
Ke � � ∂ � Fe

i

� � ue � � �
∂ � ue �

�
�

Ve

�
B � T 	 ∂ � σ� �

∂ � ε� � 	
∂ � ε� �
∂ � ue � �

�
Ve

�
B � T 	

�
L�� c � 	 �

B � dV (2.264)

On retrouve, bien entendu, le même résultat qu’en 2.249. Il apparaît toutefois très
clairement que la matrice de rigidité

�
K � n’est utilisée que pour la résolution itérative

de l’équation 2.262. On peut donc en utiliser une approximation, soit en donnant une
approximation de L�� c, soit en employant la méthode BFGS pour résoudre 2.262.

Note : Le membre de droite de l’équation 2.262 (i.e. � Fe � ) peut dans certains cas
dépendre de � u � . Il convient alors d’apporter des termes correctifs à la matrice

�
K � .

2.8.7. L’assemblage par l’exemple

Afin de mieux comprendre l’opération d’assemblage, considérons un exemple
simple. La figure 2.18 représente un maillage contenant 3 éléments linéaires A, B,
C et 7 nœuds 1. . .7. Il s’agit d’un problème mécanique plan ; il y a donc 14 degrés de
libertés (7 � 2) correspondants aux déplacements aux nœuds. Dans chaque élément,
les nœuds ont une numérotation locale indiquée en italique. Le vecteur � u � des incon-
nues est donc :

� u � �
�

u1
x � u1

y � u2
x � u2

y � u3
x � u3

y � u4
x � u4

y � u5
x � u5

y � u6
x � u6

y � u7
x � u7

y
� (2.265)

Pour l’élément A, le vecteur des inconnues locales � uA � vaut :

� uA � � � uA1
x � uA1

y � uA2
x � uA2

y � uA3
x � uA3

y � � � u1
x � u1

y � u2
x � u2

y � u4
x � u4

y � (2.266)

Le vecteur des forces internes associé à l’élément A vaut :

� FA
i � � � FA1

x � FA1
y � FA2

x � FA2
y � FA3

x � FA3
y � (2.267)
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1 2 3

4 5

6 7

A

B

C

1 2

3

1 2

34

1 2

34

Figure 2.18. Exemple de maillage (mailles : A,B et C) montrant la numérotation globale des
nœuds et la numérotation locale (en italique).

La matrice de rigidité élémentaire 
 KA � est une matrice pleine de taille 6 � 6. L’as-
semblage des vecteurs � FA

i � , � FB
i � et � FC

i � donne le vecteur � Fi � tel que :

� Fi � �

������������������������� ������������������������

F1
x � FA1

x
F1

y � FA1
y

F2
x � FA2

x � FB1
x

F2
y � FA2

y � FB1
y

F3
x � FB2

x
F3

y � FB2
y

F4
x � FA3

x � FB4
x � FC1

x
F4

y � FA3
y � FB4

y � FC1
y

F5
x � FB3

x � FC2
x

F5
y � FB3

y � FC2
y

F6
x � FC4

x
F6

y � FC4
y

F7
x � FC3

x
F7

y � FC3
y

� ������������������������������������������������

(2.268)

L’assemblage des matrices élémentaires 
 KA � , 
 KB � et 
 KC � donne une matrice dont
les termes non nuls correspondent à des couples de colonnes et de lignes dont les
numéros représentent des nœuds figurant dans le même élément, ou des nœuds qui
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ont été connectés par l’utilisateur :

�
K � �

������� ���
������� ���
������� ����������
������� ����������

���������������
���������������

���������������	���
���������������	���

������� �������
�������
���������������

�������
���������������
���������������
���������������
���������������

�
A�
B

� C�
A et B
A et C�
B et C�
A, B et C

(2.269)

Les différents symboles
� � � � � � � �  � � � � indiquent que les termes correspondants

de la matrice
�
K � sont la somme de termes provenant des différentes matrices élémen-

taires. Par exemple :
KT

10 � 7 � KB
6 � 7 � KC

4 � 1 (2.270)

2.8.8. Principe de la résolution

En pratique il n’est pas possible, même dans le cas d’un chargement monotone, de
résoudre 2.262 pour un chargement quelconque. Du fait des non–linéarités, le proces-
sus itératif de recherche de la solution ne converge pas. On effectue donc un charge-
ment progressif en un certain nombre d’incréments. A l’instant t, la solution � u � t est
connue. On applique alors un incrément ∆t, et on cherche de façon itérative l’incré-
ment de solution ∆ � u � correspondant. L’algorithme est schématisé par la figure 2.19.

Note : Pour chaque incrément, on cherche l’incrément ∆ � u � de manière itérative.
Celui–ci est généralement initialisé avec ∆ � u � � � 0 � . On peut toutefois (en particulier
dans le cas d’un chargement monotone) initialiser ∆ � u � pour l’incrément j � 1 à partir
de la solution de l’incrément j � 1 :

∆ � u � incrément j
initial � ∆t j

∆t j � 1
∆ � u � incrément j � 1

solution (2.271)

2.8.9. Le comportement dans la méthode des éléments finis

Le comportement mécanique dans la méthode des éléments finis doit donc pour
un incrément de déformation ∆ε� donner l’incrément de contrainte correspondant ∆σ�
ainsi que la matrice tangente cohérente du comportement

L�� c �
∂∆σ�
∂∆ε� (2.272)
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Incrément : t � t � ∆t
ité

ra
tio

n
i

� 1

1. ∆ � u � i � 1 � ∆ � u � i � δ � u � i

2. calcul de ∆ε� à partir de ∆ � u � i � 1

3. Loi de comportement : ∆ε�
	 ∆σ��� L��
4. Calcul de  Fi � � u � t � ∆ � u � i � 1 ��� , � Fe �
5. Calcul du résidu � R � i � i � � Fi ����� Fe �
Convergence?

Non, δ � u � i � 1 � ���K ��� 1 � � R � i � 1

Oui, t � t � ∆t

in
cr

ém
en

ts
ui

va
nt

Figure 2.19. Recherche itérative de l’incrément ∆ � u � pour un pas de temps ∆t.

Notons que l’équation à résoudre s’écrit

�
Fi � �"!

Ω # B $ T % � σ � dV & � Fe � (2.273)

Seul le tenseur des contraintes σ' est nécessaire à l’écriture de l’équilibre. Le tenseur
L'' n’est utilisé que pour le calcul de la matrice de rigidité élémentaire #Ke $ qui est em-

ployée dans la résolution itérative du système précédent. Il n’est donc pas nécessaire
de calculer exactement L'' , une estimation peut suffire. On peut par exemple utiliser la

matrice d’élasticité Λ'' pour L'' et utiliser une méthode de type BFGS pour corriger la

matrice globale.

Il convient également de ne pas oublier que le comportement du matériau est ca-
ractérisé par un ensemble de variables (V ) dont il faut calculer les valeurs en fin
d’incrément V t ( ∆t . L’interface entre l’élément fini et le comportement peut donc se
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schématiser de la façon suivante [FOE 97, BES 98b] :

ELEMENT

ε� t � ∆t � V t

COMPORTEMENT

entrée

σ� t � ∆t � V t � ∆t � L��

sortie

La description logicielle du comportement doit être indépendante de la MEF. Réci-
proquement l’élément ne doit pas connaître le type de comportement (par exemple
élasticité, plasticité, fluage, etc.). Il doit juste y avoir correspondance entre la formu-
lation de l’élément et le comportement : mécanique petites déformations, mécanique
grandes déformations, thermique, etc.
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Chapitre 3

Plasticité et viscoplasticité 3D

3.1. Généralités

La grande diversité des matériaux réels se traduit par l’existence d’une multitude
de lois de comportement et en particulier d’une grande variété de critères et de lois
d’évolution aussi bien en élastoplasticité qu’en élastoviscoplasticité. Il est illusoire
de vouloir établir une liste exhaustive des modèles, d’autant plus que les chercheurs
continuent encore à proposer de nouvelles versions. Aussi ce chapitre sera-t-il consa-
cré à une tâche plus modeste qui consiste à présenter le cadre général d’écriture,
en illustrant l’exposé par les lois les plus classiques, et en se limitant aux transfor-
mations infinitésimales (petits déplacements et petits gradients de déplacements). Le
texte cherche un équilibre entre la présentation des concepts théoriques et celle des
modèles qui fonctionnent effectivement pour les matériaux réels. Le lecteur intéressé
pourra consulter d’autres références, notamment pour une présentation mathématique
de la plasticité [DUV 72, MOR 83, HAL 87, SIM 97], ou pour les chargements cy-
cliques [MRÓ 95]. On résume tout d’abord les concepts généraux qui ont été intro-
duits dans les chapitres précédents. Jusqu’au paragraphe 3.8, les développements pré-
sentés portent sur des matériaux plastiquement isotropes (critère de limite d’élasticité
et écrouissage).

3.1.1. Décomposition de la déformation

Le tenseur symétrique des déformations ε� est décomposé en plusieurs parties :
– Une partie élastique ε� e fonction de la variation du tenseur de contrainte σ� entre

l’état actuel et l’état initial (contrainte à l’état de référence, σ� I ; dans un grand
nombre d’applications, il s’agit de l’état de contraintes nulles, mais il est par
exemple toujours présent en géotechnique). En élasticité linéaire elle s’exprime
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avec le tenseur des souplesses (tenseur d’ordre 4), inverse du tenseur des rigidi-
tés élastiques Λ�� :

ε� e � Λ�� � 1 :
�
σ� � σ� I � (3.1)

– Une partie de dilatation thermique ε� th fonction de la température actuelle T et
de la température à l’état de référence TI . Elle s’écrit à l’aide d’un tenseur α� , qui
dépend éventuellement de la température, et qui est sphérique dans le cas des
matériaux isotropes ou cubiques.

ε� th � �
T � TI � α� (3.2)

– Une partie non élastique ε� ne, elle–même décomposée en une partie plastique ε� p

et une partie viscoplastique ε� vp, (régies par des lois d’écoulement en élastoplas-
ticité et en élastoviscoplasticité).

– Eventuellement une partie, ε� cp, due aux changements de phase au cours de la
déformation.

D’où :
ε� � Λ�� � 1 :

�
σ� � σ� I � � ε� th � ε� p � ε� vp � ε� cp (3.3)

La décomposition de la partie non élastique des déformations exprime le fait que,
durant une transformation du matériau, divers mécanismes peuvent rentrer en jeu,
conduisant à une dissipation de l’énergie (irréversibilité) et que, dans l’échelle des
temps considérée, la viscosité de certains mécanismes peut être négligée (plasticité
instantanée ε� p) alors que pour les autres le temps réel doit intervenir dans les vitesses
(déformations viscoplastiques ε� vp).

3.1.2. Critères

Chacun des mécanismes responsables du comportement inélastique est caractérisé
par un certain nombre de variables, appelées variables d’écrouissage, caractérisant à
un instant donné l’état du matériau, et l’influence du chargement thermomécanique
passé. Comme indiqué au chapitre précédent, le domaine d’élasticité se définit dans
l’espace des contraintes et des variables d’écrouissage (et de la température). A tem-
pérature et écrouissage fixés, c’est une partie de l’espace vectoriel de dimension 6
des tenseurs du second ordre symétriques, De � � σ� � f

�
σ� � AI � T � �

0 � , la condition
f
�
σ� � AI � T � � 0 définissant quant à elle la frontière du domaine d’élasticité.

3.1.3. Lois d’écoulement

Ce sont les règles qui vont permettre de définir la vitesse de déformation plastique
ou viscoplastique lorsqu’on n’est plus en élasticité. L’étude des modèles rhéologiques
a montré la nature des équations mises en jeu pour ce qui concerne l’intensité de la
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vitesse d’écoulement. Celle–ci est liée à la vitesse de contrainte ou de déformation to-
tale pour un modèle plastique, et à l’état actuel de contrainte et des variables internes
pour un modèle viscoplastique. Pour généraliser les résultats précédents au cas tridi-
mensionnel, il importe de se préoccuper également de la direction de l’écoulement.
Cette direction doit être définie par un tenseur dans l’espace vectoriel de dimension 6
des tenseurs du second ordre symétriques.

3.1.4. Lois d’écrouissage

Dans toute transformation réelle, l’énergie mécanique fournie au matériau n’est
restituée par celui–ci qu’en partie. L’autre partie est dissipée sous l’une des formes
suivantes :

– augmentation de la température (chaleur spécifique),
– changement d’état de certains constituants (chaleur latente),
– production de chaleur cédée au milieu environnant,
– modification de la structure interne du matériau (mouvement de dislocations,

glissement relatif inter-grains, création de nouvelles fissures ....).
Cette modification (ou réarrangement) de la structure intime du matériau durant

une transformation conduit à un nouvel état dans lequel les propriétés mécaniques
peuvent ou non évoluer. La déformation peut laisser le domaine d’élasticité De in-
changé (phase parfaite ou à écrouissage nul), ou conduire à un domaine d’élasticité
plus petit (phase adoucissante ou à écrouissage négatif) ou plus grand (phase durcis-
sante ou à écrouissage positif). L’écriture de l’écrouissage est une tâche très complexe,
qui dépend étroitement de la classe de matériau étudiée. Certains matériaux présentent
même des évolutions durcissantes puis adoucissantes au cours d’une sollicitation cy-
clique par exemple. Le type d’écrouissage peut par ailleurs être modifié par des trajets
de chargements complexes ou par le vieillissement du matériau.

Les lois d’écrouissage sont donc les règles qui caractérisent l’évolution des va-
riables d’écrouissage au cours de la déformation inélastique. Ainsi qu’on l’a vu dans
le cas uniaxial, les principales classes d’écrouissage sont l’écrouissage isotrope et
l’écrouissage cinématique.

3.1.5. Matériaux standards généralisés

La construction d’une théorie de plasticité ou de viscoplasticité nécessite dans le
cas général la définition d’une fonction de charge, d’une fonction d’écoulement, et
d’une fonction d’écrouissage. Dans le cas d’un matériau standard généralisé, ces trois
entités sont définies par la donnée d’un seul potentiel. Il s’agit donc d’une classe de
matériaux particuliers, pour lesquelles on étend à l’écrouissage les règles que l’on
admet pour l’écoulement, en introduisant des variables «déformation généralisée» αI ,
associées aux flux ou «contraintes généralisées», AI . La description de cette classe
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de matériaux [HAL 75], intéressante d’un point de vue théorique, car l’existence du
potentiel permet de démontrer des théorèmes d’existence et unicité des solutions, est
suggérée par la thermodynamique des processus irréversibles.

La dissipation intrinsèque évaluée par l’approche thermodynamique s’écrit :

φ1 � σ� : ε̇� p � AIα̇I (3.4)

Dans ce formalisme, les variables AI sont les variables d’écrouissage (scalaires ou
tensorielles) associées aux variables d’état αI . Elles se déduisent de celles-ci dès lors
que l’on a fixé la forme de l’énergie libre spécifique ψ :

AI � ρ
∂ψ
∂αI

(3.5)

On notera que la contrainte est une variable flux particulière, à laquelle est associé
l’opposé de la déformation plastique. On considère alors le vecteur Z constitué par
les composantes du tenseur de contraintes et celles des variables AI , et le vecteur z,
constitué par les déformations plastiques et les variables (-αI), si bien que :

φ1 � Zż (3.6)

La positivité de cette dissipation peut être assurée a priori si on admet l’existence
d’un potentiel Ω fonction à valeurs réelles des variables flux, définissant l’évolution
des variables d’état :

ż � ∂Ω
∂Z

(3.7)

Il suffit en effet que les équipotentielles définies par Ω dans l’espace des variables
flux soient des surfaces convexes et qu’elles contiennent l’origine. Un cas particulier
important est obtenu lorsque Ω dépend des variables flux au travers de la fonction
seuil f . Dans ce cas, les vitesses des variables d’état s’expriment :

ż � ∂Ω
∂ f

∂ f
∂Z

(3.8)

Dans le membre de droite de l’expression précédente, le premier terme est scalaire,
et désigne l’intensité de l’écoulement, le second terme a la dimension de l’espace des
variables flux, il donne la direction de l’écoulement, qui est donc définie par la normale
à la surface de charge. La direction de l’écoulement (visco)plastique est donnée par
∂ f � ∂σ� , et la direction d’évolution des variables d’écrouissage par ∂ f � ∂AI .

3.2. Formulation des lois de comportement

3.2.1. Définition des variables d’état

Dans la suite, on notera n� le gradient de f par rapport à σ, n� � ∂ f � ∂σ� . On décrit
dans un premier temps la classe des modèles standards généralisés définis dans le pa-
ragraphe précédent, qui sont bâtis autour de la seule définition de la fonction de charge.
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L’écriture ci–dessus fournit de façon naturelle la nature des variables d’écrouissage à
utiliser pour une forme de fonction de charge donnée. On traite ici à titre d’exemple le
cas des écrouissages isotrope et cinématique linéaire avec le critère de von Mises. La
fonction de charge s’écrit, en introduisant le scalaire R pour modéliser l’écrouissage
isotrope et le tenseur X� pour l’écrouissage cinématique (qui est un tenseur déviato-
rique) :

f
�
σ� � X� � R � � J

�
σ� � X� � � R � σy �

�
3
2

�
s� � X� � :

�
s� � X� � � 1 � 2

� R � σy (3.9)

La variable tensorielle α� associée à la variable d’écrouissage X� n’est donc pas autre
chose que la déformation plastique elle–même, alors que la variable p associée à la
variable d’écrouissage R s’identifie à la vitesse de déformation plastique équivalente :

α̇� ��� ∂Ω
∂ f

∂ f
∂X� � ∂Ω

∂ f
∂ f
∂σ� � ε̇� p ṗ ��� ∂Ω

∂ f
∂ f
∂R

� ∂Ω
∂ f

(3.10)

La variable p est appelée déformation plastique cumulée, car elle mesure la lon-
gueur du trajet de déformation (voir section 3.3.1) :�

2
3

ε̇� p : ε̇� p � 1 � 2

�
�

2
3

∂Ω
∂ f

n� :
∂Ω
∂ f

n� � 1 � 2

� ∂Ω
∂ f

(3.11)

Sous chargement uniaxial, lorsque le tenseur de vitesse de déformation plastique
est une diagonale (ε̇p � � �

1 � 2 � ε̇p � � �
1 � 2 � ε̇p), le calcul de ṗ donne : ṗ ��� ε̇p � .

3.2.2. Viscoplasticité

Le formalisme précédent s’applique directement, la fonction Ω constitue un poten-
tiel viscoplastique, puisque sa donnée va suffire à caractériser complètement l’écou-
lement en intensité et direction. La dérivée de Ω, ∂Ω � ∂ f , est la fonction de viscosité.
Choisir un modèle de viscoplasticité revient donc à choisir une fonction f et une forme
de potentiel.

Ainsi la généralisation du modèle de Norton en adoptant le critère de von
Mises, s’effectue simplement en utilisant comme critère la fonction f dépendant des
contraintes uniquement, f � J

�
σ� � , et comme potentiel la fonction Ω suivante :

Ω � K
n � 1

�
J
�
σ� �

K � n � 1

(3.12)

On obtient alors :

ε̇� vp �
�

J
K � n ∂J

∂σ� (3.13)
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Le premier terme de l’expression précédente donne l’intensité de l’écoulement, il est
bien égal à

� �σ � � K � n pour une sollicitation de traction simple. La dérivée partielle de
J par rapport à σ� s’évalue simplement par :

∂J
∂σ� � ∂J

∂s� :
∂s�
∂σ� � 3

2

s�
J

:
�
I�� � 1

3
I� �

I� � � 3
2

s�
J

(3.14)

Comme on l’a déjà souligné, pour un tel type de modèle, la limite d’élasticité est
nulle en permanence, et le domaine d’élasticité est réduit à un point. Ce cas serait sans
intérêt pour un modèle de plasticité indépendante du temps.

Pour retrouver le modèle de Bingham, il suffirait de prendre une fonction du se-
cond degré :

Ω � η
2

�
J
�
σ� � � σy

η � 2

(3.15)

3.2.3. De la viscoplasticité à la plasticité

La figure 3.1a montre la forme du potentiel viscoplastique Ω, fonction monotone
croissante de f , telle que Ω

�
0 � � 0, qui illustre le fait que l’intensité de l’écoule-

ment dépend de l’«altitude» du point de fonctionnement courant, et que, géométri-
quement, la direction du vecteur vitesse de déformation inélastique est normale aux
surfaces équipotentielles. Lorsque la fonction Ω devient de plus en plus non linéaire,
(par exemple en faisant le choix d’une fonction puissance dont l’exposant n tend vers
l’infini), les projections des équipotentielles sur l’espace (σ� � AI) se resserrent autour
de la surface f � 0. On définit ainsi une zone de l’espace dans laquelle le potentiel
est nul, et une autre où il varie très rapidement. A la limite, Ω se confond avec la
fonction indicatrice du domaine d’élasticité (figure 3.1b), et on ne peut plus définir
l’intensité de l’écoulement par ∂Ω � ∂ f . Cet effet correspond naturellement au fait que
la vitesse d’écoulement en viscoplasticité est définie par l’«excès de contrainte», ou
distance entre le point de fonctionnement courant et la surface de charge, et que cet ex-
cès de contrainte reste nul en plasticité, puisque le point de fonctionnement reste sur la
surface de charge pendant l’écoulement ( f

�
σ� � AI � � 0). On illustre ainsi la différence

de nature entre les théories de viscoplasticité et de plasticité. Le cadre viscoplastique
autorise, pour écrire un modèle, une grande liberté dans le choix de la fonction de vis-
cosité, alors que, dans le cadre de la plasticité (dans les conditions examinées jusqu’à
présent), l’expression même du domaine d’élasticité détermine l’intensité de l’écou-
lement.

Il faut donc introduire un élément supplémentaire pour traiter le problème en plas-
ticité. On suppose alors que l’on maximise la dissipation intrinsèque Φ1. Comme
cette maximisation doit être effectuée sous contrainte, pour exprimer le fait que f
reste négatif ou nul, on forme [LUE 84] :

� �
Z � � Zż � λ̇ f (3.16)
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AIσ�

Ω

a.
AIσ�

Ind
�
f �

b.

Figure 3.1. Comparaison des théories de plasticité et de viscoplasticité, (a) potentiel visco-
plastique, (b) obtention d’un modèle plastique par passage à la limite

en introduisant le multiplicateur plastique λ̇ pour exprimer la contrainte. En annulant
∂

� � ∂Z, on aboutit alors à :

ż � λ̇
∂ f
∂Z

(3.17)

Soit :

ε̇� p � λ̇
∂ f
∂σ� � λ̇n� ; α̇I � � λ̇

∂ f
∂AI

(3.18)

Il y a équivalence entre les propositions (i ) et (ii ) suivantes :
(i ) Z réel maximise la dissipation intrinsèque ;
(ii ) la direction d’écoulement ż est normale à la surface définie par f ; le domaine
défini par f est convexe.

On a donc conservé la règle de normalité. C’est la condition de cohérence ḟ � 0 qui
fournira en plasticité l’équation qui disparaît en raison de la singularité de la fonction
indicatrice de f en f � 0. Le formalisme plastique consiste alors à remplacer ∂Ω � ∂ f
par le multiplicateur plastique λ̇.

3.2.4. Remarques sur la formulation des lois de comportement plastiques

Conditions d’écoulement

Les conditions d’écoulement s’écrivent donc en 3D :

� domaine d’élasticité si : f
�
σ� � AI � � 0

�
ε̇� � Λ�� � 1 : σ̇� � (3.19)

� décharge élastique si : f
�
σ� � AI � � 0 et ḟ

�
σ� � AI � � 0

�
ε̇� � Λ�� � 1 : σ̇� � (3.20)

� écoulement plastique si : f
�
σ� � AI � � 0 et ḟ

�
σ� � AI � � 0

�
ε̇� � Λ�� � 1 : σ̇� � ε̇� p � (3.21)
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La condition à vérifier au cours de l’écoulement est bien ḟ
�
σ� � AI � � 0, et non sim-

plement n� : σ̇� � 0 comme trop souvent indiqué par erreur. La différence est sen-
sible lorsque la fonction f dépend de paramètres extérieurs comme la température, la
composition chimique,. . . dont l’évolution peut être imposée indépendamment du pro-
blème de plasticité. En désignant collectivement par PJ ces paramètres, la condition
de cohérence ḟ � 0 s’exprime, en posant YI � ∂ f � ∂AI :

ḟ � n� : σ̇� � YIȦI � 0 avec ȦI � ∂AI

∂αK

�
�
�
�

PJ

α̇K � ∂AI

∂PJ

�
�
�
�

αI

ṖJ (3.22)

Dans l’équation 3.22, les termes hors diagonale de ∂AI � ∂αK introduisent un éven-
tuel couplage d’état, comme indiqué en section 2.3.5. En remplaçant alors les vitesses
des variables internes par leur expression (dans 3.18), il vient :

H λ̇ � n� : σ̇� � ∂AI

∂PJ

�
�
�
�
αI

ṖJ avec H � YI
∂AI

∂αK

�
�
�
�

PJ

YK (3.23)

où le numérateur comporte, en plus du terme traditionnel en σ̇� , un second terme «mo-
teur» pour l’écoulement plastique, qui dépend de l’évolution des paramètres exté-
rieurs, et où on reconnaît en H le module plastique.

Comportement parfaitement plastique

Le principe «du travail plastique maximal», énoncé par von Mises, puis par Hill
en 1951, stipule que : «Le travail des contraintes réelles σ� associées aux vitesses de
déformations plastiques réelles ε̇� p est supérieur au travail de tout autre tenseur de
contraintes admissible σ� � (i.e. ne violant pas la loi de plasticité) associé à ε̇� p».

�
σ� � σ� � � : ε̇� p � 0 (3.24)

Ce principe peut en fait être démontré dans le cas de métaux qui se déforment par
glissement et obéissent à la loi de Schmid. Il n’est pas vérifié par tous les matériaux,
en particulier par les sols. Il constitue un cas particulier de l’hypothèse de maximisa-
tion de la dissipation intrinsèque énoncé dans le paragraphe précédent, lorsqu’il n’y a
pas d’écrouissage, donc que le matériau est parfaitement plastique. Pour mémoire, on
reporte ici les conséquences classiquement attachées à ce principe. Elles sont expri-
mées simplement en termes de contrainte et déformation plastique, mais elles peuvent
également se lire (pour un matériau écrouissable) en termes de contraintes et défor-
mations plastiques généralisées.

Si on choisit σ��� sur la surface de charge, on vérifie que, si σ� est dans le domaine
d’élasticité, ε̇� p � 0� . Si le domaine d’élasticité ne présente pas de coins, le principe
du travail maximal peut être appliqué à partir d’un point σ� de la surface de charge,
en choisissant un point σ� � infiniment proche, également sur la surface de charge. σ� �



Plasticité et viscoplasticité 3D 81

n�
ε̇p

σ̇�

f � 0

a.

n�

σ�

σ� �

b.

Figure 3.2. Conséquences du principe du travail maximal, (a) illustration de la règle de nor-
malité, (b) convexité de f

se déduit de σ� à l’aide d’un tenseur t� � appartenant au plan tangent à la surface en σ�
(σ� � � σ� � k t� � , avec k � 0). Le même raisonnement peut être recommencé en prenant
σ� � � σ� � k t� � comme point de départ, ce qui conduit aux deux inégalités suivantes :

k t� � : ε̇� p � 0 et � k t� � : ε̇� p � 0 (3.25)

si bien que : t� � : ε̇� p � 0 (3.26)

La vitesse de déformation plastique est portée par la normale à la surface de charge.
La vitesse de déformation plastique est donc colinéaire à n� . Le scalaire λ̇ définit l’in-
tensité de l’écoulement. Il est toujours positif, car, en choisissant maintenant σ� � sur la
normale au point σ� , à l’intérieur du domaine d’élasticité,

�
σ� � σ� � � � k n� est colinéaire

à n� et de même sens (k � 0), si bien que l’expression
�
σ� � σ� � � : ε̇� p � 0 devient :

k n� : λ̇n� � 0 d’où : λ̇ �
0 (3.27)

Il existe donc entre λ̇ et f un ensemble de conditions, dit de complémentarité de
Kuhn–Tucker :

λ̇ �
0 f

�
0 λ̇ f � 0 (3.28)

Dans le cas des matériaux qui vérifient le principe du travail maximal, la surface
de charge joue en même temps le rôle de pseudo-potentiel plastique, et détermine
l’écoulement plastique à un scalaire multiplicatif près. Si la surface n’est pas régulière
et présente un coin au point σ� , il y existe un cône des normales, à l’intérieur duquel se
trouve la direction de l’incrément de déformation plastique.

En appliquant de nouveau le principe du travail maximal à partir d’un état de
contrainte σ� sur la surface de charge, et en considérant σ� � à l’intérieur du domaine
d’élasticité, la règle de normalité permet maintenant d’écrire la relation suivante, qui
exprime que la surface doit se trouver toute entière du même côté du plan tangent en
σ� (figure 3.2b) : �

σ� � σ� � � : n� � 0 (3.29)
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Le domaine d’élasticité est donc convexe. Il en est de même pour la fonction f .

Au cours de l’écoulement plastique, le point représentatif de l’état de contrainte
ne peut que «tourner» autour du domaine d’élasticité. Le multiplicateur plastique est
indéterminé ; la condition de charge plastique et la condition de cohérence deviennent
respectivement (en l’absence de paramètres extérieurs) :

pour f
�
σ� � � 0 et ḟ

�
σ� ��� 0 : ε̇� p � λ̇

∂ f
∂σ� � λ̇n� (3.30)

au cours de l’écoulement : n� : σ̇� � 0 (3.31)

3.3. Directions d’écoulement associées aux critères courants

Les directions d’écoulement sont calculées dans un premier temps pour un maté-
riau parfaitement plastique. Les modifications apportées par l’écrouissage seront indi-
quées au paragraphe suivant.

3.3.1. Critère de von Mises

La fonction de charge s’écrit f
�
σ� � � J

�
σ� � � σy , si bien que la normale n� s’ex-

prime :

n� � ∂ f
∂σ� � ∂J

∂σ� � ∂J
∂s� :

∂s�
∂σ� (3.32)

En utilisant :
∂s�
∂σ� � J�� � I�� � 1

3
I� �

I� (3.33)

on obtient :

n� � 3
2

J�� : σ�
J

� 3
2

s�
J

(3.34)

Dans le cas du critère de von Mises, la direction d’écoulement est donnée par le dé-
viateur du tenseur des contraintes.

Cette expression se simplifie en traction simple selon la direction 1 :

s� � 2σ
3

�� 1 0 0
0 � 1 � 2 0
0 0 � 1 � 2

�� ; J ���σ � ; n� �
�� 1 0 0

0 � 1 � 2 0
0 0 � 1 � 2

�� signe
�
σ �

(3.35)
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3.3.2. Critère de Tresca

La loi d’écoulement se définit par secteur dans l’espace des contraintes prin-
cipales. Par exemple pour le cas σ1 � σ2 � σ3, la fonction de charge s’écrit :
f
�
σ� � � �σ1 � σ3 � � σy, si bien que, pour l’ensemble des états de contrainte qui vérifient

cette inégalité, la vitesse de déformation plastique possède les mêmes composantes,
le matériau ne se déformant pas selon l’axe 2 (déformation de type cisaillement) :

si σ1 � σ2 � σ3 : ε̇� p � λ̇

�� 1 0 0
0 0 0
0 0 � 1

�� (3.36)

La définition de la normale pose un problème pour les états de contrainte cor-
respondant aux points singuliers, ainsi en traction simple, lorsque par exemple σ1 �
σ2 � σ3 � 0, le critère s’exprimant alors indifféremment f

�
σ� � � �σ1 � σ2 ��� σy, ou

f
�
σ� � � �σ1 � σ3 � � σy. Il est alors classique de définir deux multiplicateurs plastiques,

se référant chacun à une forme du critère. Si ces deux multiplicateurs sont choisis
égaux, le modèle redonne la même forme que le critère de von Mises en traction
simple. Par contre, dès que l’état de contrainte s’éloigne de l’égalité stricte entre les
composantes σ2 et σ3, c’est l’un des deux régimes de type cisaillement qui prend le
dessus.

siσ1 � σ2 � σ3 � 0 : ε̇� p � λ̇

�� 1 0 0
0 0 0
0 0 � 1

�� � µ̇

�� 1 0 0
0 � 1 0
0 0 0

�� (3.37)

3.3.3. Critère de Drucker–Prager

La fonction de charge s’écrit f
�
σ� � � J

�
σ� � � �

σy � αTr
�
σ� � � � � 1 � α � , si bien que

la normale n� possède une composante sphérique. La déformation plastique évaluée
avec un tel critère est accompagnée d’une augmentation de volume quel que soit le
chargement appliqué :

n� � 3
2

s�
J
� α

1 � α
I� (3.38)

Tr
�
ε̇� � p � 3α

1 � α
λ̇ (3.39)
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3.4. Expression de quelques lois particulières en plasticité

3.4.1. Loi de Prandtl–Reuss

C’est la loi obtenue en utilisant le critère de von Mises et une règle d’écrouissage
isotrope. La fonction de charge est donc :

f
�
σ� � R � � J

�
σ� � � σy � R

�
p � (3.40)

L’écrouissage isotrope est décrit par la fonction R
�
p � . Dans le cas d’un chargement

uniaxial, en traction où seule la composante σ11 � σ est non nulle, l’égalité f
�
σ� � R � � 0

se résume à :

σ � σy � R
�
p � (3.41)

La courbe décrite par (σy � R
�
p � ) est donc la courbe d’écrouissage en chargement

uniaxial monotone, la déformation de traction εp
11 � εp étant égale dans ce cas à la

déformation plastique cumulée. Le module plastique peut être évalué comme la pente
de cette courbe :

σ � σy � R
�
εp � ; H � dR

dεp � dR
dp

(3.42)

R
�
p � peut être définie point par point, par une fonction puissance ou une fonction ex-

ponentielle, comme on l’a vu dans le chapitre sur la plasticité uniaxiale. Quelle que
soit la forme choisie pour R, la condition de cohérence permet de trouver le multipli-
cateur plastique (λ̇ � ṗ) :

∂ f
∂σ� : σ̇� � ∂ f

∂R
Ṙ � 0 s’écrit : n� : σ̇� � H ṗ � 0 (3.43)

et : λ̇ � n� : σ̇�
H

(3.44)

La loi de Prandlt-Reuss permet de déterminer la direction et l’intensité de l’écou-
lement plastique :

ε̇� p � λ̇n� � n� : σ̇�
H

n� avec n� � 3
2

s�
J

(3.45)

Dans le cas particulier de la traction simple, cette expression générale se réduit
bien à la forme uniaxiale habituelle :

n11 � signe
�
σ � � n� : σ̇� � σ̇ signe

�
σ � et : λ̇ � ṗ � ε̇p

11 (3.46)

si bien que : ε̇p � n11 σ̇
H

n11 � σ̇
H

(3.47)
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3.4.2. Loi de Hencky–Mises

Les équations précédentes doivent être intégrées pour obtenir le trajet de défor-
mation plastique. Dans le cas général, la normale n� tourne au cours du chargement,
si bien qu’il y a un couplage entre les composantes de la déformation plastique. On
retrouve un découplage lorsqu’on peut faire l’hypothèse de chargement simple, c’est–
à–dire lorsque le chargement extérieur en termes de contraintes croît proportionnelle-
ment à un seul paramètre scalaire k, à partir d’un état initial non écroui. Lorsque les
contraintes varient entre zéro et σ� M , on peut alors écrire respectivement, k variant de
0 à 1 :

σ� � k σ� M ; σ̇� � k σ̇� M ; s� � k s� M ; J � k JM (3.48)

La normale a donc une direction constante au cours du chargement :

n� � 3
2

s� M

JM
(3.49)

Pour obtenir le tenseur de déformation plastique, il suffit donc de calculer la déforma-
tion plastique équivalente :

p �
� t

0
ṗdt �

� t

0
λ̇dt (3.50)

Or :
n� : σ̇�

H
� 3

2
sM

JM
:

σ� M k̇
H

� JM k̇
H

(3.51)

Donc, ke étant la valeur de k pour lequel on rencontre le domaine d’élasticité intial
(keJM � σy) :

εp � pn� avec p � JM

H

�
k � ke � �

J
�
σ� � � σy

H
(3.52)

3.4.3. Loi de Prager

C’est la loi obtenue en utilisant le critère de von Mises et une règle d’écrouis-
sage cinématique linéaire. Il faut pour cela introduire une variable d’écrouissage X� ,
associée à la déformation plastique, qui s’écrit : X� � �

2 � 3 � Hε� p. Cette variable est
déviatorique, la fonction de charge s’écrit donc simplement :

f
�
σ� � X� ��� J

�
σ� � X� � � σy (3.53)

La condition de cohérence s’écrit :

∂ f
∂σ� : σ̇� � ∂ f

∂X� : Ẋ� � 0 � soit n� : σ̇� � n� : Ẋ� � 0 (3.54)
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Dans les équations précédentes, J et n� sont définis par :

J
�
σ� � X� ���

�
3
2

�
s� � X� � :

�
s� � X� � � 1 � 2

et : n� � 3
2

s� � X�
J
�
σ� � X� � (3.55)

On obtient donc :

n� : σ̇� � n� : Ẋ� � n� :
2
3

Hλ̇n� � H λ̇ � d’où : λ̇ � �
n� : σ̇� ��� H (3.56)

Le multiplicateur plastique a la même expression formelle que dans le cas de
l’écrouissage isotrope ; il faut néanmoins noter que la définition de n� est modifiée,
et que H est constant. Sous chargement uniaxial, σ � σ11 étant la seule composante
non nulle du tenseur des contraintes, et en posant X � �

3 � 2 � X11, la fonction de charge
et la condition de cohérence s’écrivent :

�σ � X � � σy σ̇ � Ẋ � H ε̇p (3.57)

3.5. Écoulement à vitesse de déformation totale imposée

3.5.1. Cas d’un matériau élastique–parfaitement plastique

Le multiplicateur plastique est indéterminé pour un matériau élastique–
parfaitement plastique chargé en vitesse de contrainte imposée. Cela est lié au fait que,
le module plastique étant nul, il existe une infinité de positions équivalentes en défor-
mation plastique pour un état de contrainte admissible donné, tel que J

�
σ� � � σy : ainsi,

en traction simple σ11 � σ0, tous les tenseurs diagonaux (εp � � � 1 � 2 � εp � � � 1 � 2 � εp)
sont des solutions possibles. Le fait d’imposer la vitesse de déformation totale modi-
fie bien entendu ce résultat. Le multiplicateur plastique va pouvoir être déterminé, en
combinant la loi de comportement élastique écrite en termes de vitesse et la condition
de cohérence, soit :

σ̇� � Λ�� :
�
ε̇� � ε̇� p � et n� : σ̇� � 0 (3.58)

La multiplication des deux membres de la première relation par n� permet d’«inverser»
l’équation :

n� : σ̇� � n� : Λ�� :
�
ε̇� � ε̇� p � � n� : Λ�� : ε̇� � n� : Λ�� : λ̇n� (3.59)

si bien que : λ̇ �
n� : Λ�� : ε̇�
n� : Λ�� : n� (3.60)
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Dans le cas particulier de l’élasticité isotrope, et du critère de von Mises, on obtient
successivement les simplifications suivantes :

Λi jkl � λδi jδkl � µ
�
δikδ jl � δilδ jk �
� n� � 3

2

s�
J

(3.61)

ni j Λi jkl � 2µnkl � ni j Λi jkl nkl � 3µ � ni j Λi jkl ε̇kl � 2µnkl ε̇kl (3.62)

λ̇ � 2
3

n� : ε̇� (3.63)

Pour un chargement uniaxial, avec ε̇ � ε̇11, cette dernière expression se réduit à :

λ̇ � ε̇signe
�
σ ��� qui redonne : ε̇p � ε̇ (3.64)

3.5.2. Cas d’un matériau écrouissable

Comme l’indiquent les deux exemples du paragraphe précédent, la condition de
cohérence se met toujours sous la même forme, pour les lois de comportement cou-
rantes des matériaux isotropes. Par comparaison avec le cas du matériau parfaitement
plastique, seule va changer cette condition de cohérence ; il faut donc maintenant partir
de :

σ̇� � Λ�� :
�
ε̇� � ε̇� p � et : n� : σ̇� � H ṗ (3.65)

Après multiplication des deux membres de la première relation par n� , il vient cette
fois-ci :

λ̇ �
n� : Λ�� : ε̇�

H � n� : Λ�� : n� (3.66)

Ceci permet donc de définir le comportement tangent en élastoplasticité :

σ̇� � Λ�� :
�
ε̇� � ε̇� p ���

�
Λ�� �

�
Λ�� : n� � � �

n� : Λ�� �
H � n� : Λ�� : n� � : ε̇� (3.67)

On remarque que l’opérateur élastoplastique tangent est parfaitement symétrique.
Dans le cas de l’élasticité isotrope et d’un matériau de von Mises, l’expression du
multiplicateur devient :

λ̇ � 2µn� : ε̇�
H � 3µ

(3.68)

3.6. Plasticité non associée

Les modèles qui ont été décrits jusqu’à présent utilisent la même fonction comme
limite du domaine d’élasticité, pour la détermination de la direction de l’écoulement,
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et pour l’évaluation de l’évolution des variables d’écrouissage. On peut distinguer en
fait trois types de modèles, selon ce que l’on utilise pour chacun de ces points.

fonction–seuil écoulement écrouissage (3.69)

(1) f ε̇� p � λ̇
∂ f
∂σ� α̇I ��� λ̇

∂ f
∂AI

(3.70)

(2) f ε̇� p � λ̇
∂ f
∂σ� α̇I ��� λ̇MI (3.71)

(3) f ε̇� p � λ̇P� α̇I ��� λ̇MI (3.72)

Le modèle (1) est standard généralisé, le modèle (2) est simplement associé (la
fonction f ne sert plus pour l’écrouissage, mais sert toujours pour l’écoulement), la
forme (3), la plus générale, caractérise un modèle non associé.

Dans ce dernier cas, le multiplicateur plastique se calcule comme précédemment, à
l’aide de la condition de cohérence, qui devient, en conservant la notation n� � ∂ f � ∂σ� ,
et en l’absence de paramètres extérieurs :

n� : σ̇� � ∂ f
∂AI

ȦI � 0 (3.73)

Soit successivement :

λ̇ � n� : σ̇�
H

, avec H � ∑
I

∂ f
∂AI

∂AI

∂αI
MI (3.74)

λ̇ �
n� : Λ�� : ε̇�

H � n� : Λ�� : P� (3.75)

σ̇� � � Λ�� � �
Λ�� : P� � � �

n� : Λ�� �
H � n� : Λ�� : P� � : ε̇� (3.76)

Maintenant, on constate que l’opérateur élastoplastique tangent ne respecte plus la
symétrie principale.

3.7. Écrouissage non linéaire

Les modèles traités sont ici uniquement des modèles phénoménologiques clas-
siques. On traite le cas de matériaux obéissant aux critères courants (von Mises, Hill),
et on évoque les modèles cristallographiques notamment. Ceux-ci, dans le cas de ma-
tériaux se déformant de façon prépondérante par glissement, contiennent en effet des
particularités intéressantes, notamment celle de ne pas présupposer de forme pour le
critère de plasticité macroscopique. Ils sont maintenant assez couramment utilisés au
niveau de la recherche, mais ne sont pas encore arrivés dans les grands codes commer-
ciaux. Pour tenter d’être plus exhaustif, il faudrait reprendre une abondante littérature
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sur le problème des lois de comportement. Certains articles seront mentionnés par la
suite. Le lecteur pourra également se reporter aux cycles de conférences sur le sujet,
comme «Int. Conf. on Constitutive Laws for Engineering Materials», «Int. Conf. of
Plasticity» ou les colloques Euromech-Mecamat.

3.7.1. Écrouissage cinématique et isotrope

Après deux ou trois décades de développements de nouveaux modèles de com-
portement, la forme qui s’impose maintenant fait intervenir un domaine d’élasticité
dont l’évolution est gouvernée par l’évolution d’une variable tensorielle X� qui défi-
nit le centre (écrouissage cinématique), et une variable scalaire qui définit le rayon
(écrouissage isotrope).

Dans ce cadre là, il faut bien sûr sortir de l’évolution linéaire pour les deux types
d’écrouissage. On écrira la fonction seuil sous la forme indiquée en (3.77) si on sou-
haite suivre l’hypothèse de normalité généralisée, ou plus simplement sous la forme
classique (3.78), avec dans ce cas un formalisme de (visco-)plasticité non associée, si
ce premier cadre est jugé trop restrictif.

f
�
σ� � X� � R ��� J

�
σ� � X� � � σy � R � D

2C
J2 � X� � � R2

2Q

avec J
�
X� � �

�
3
2

X� : X� � 1 � 2 (3.77)

f
�
σ� � X� � R � � J

�
σ� � X� � � σy � R (3.78)

En suivant alors le formalisme indiqué au chapitre précédent, il vient :

α̇� ��� λ̇
∂ f
∂X� �

�
n� � 3D

2C
X� � λ̇ (3.79)

ṙ ��� λ̇
∂ f
∂R

�
�

1 � R
Q � λ̇ (3.80)

Les variables qui représentent l’écrouissage sont α� et r. Leur donnée permet ensuite
d’obtenir les variables d’écrouissage X� et R, si on a choisi une forme quadratique pour
l’énergie libre :

ψ � 	 	 	 � 1
2

bQr2 � 1
3

Cα� : α� (3.81)

X� � 2
3

Cα� ; R � bQr (3.82)

Comme dans les cas précédemment étudiés, le multiplicateur plastique est égal à la
vitesse de déformation plastique cumulée. L’évolution des variables d’écrouissage,
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dans le cas où les coefficients sont constants, s’écrit donc simplement en fonction de
ṗ :

Ẋ� � 2
3

Cε̇� p � DX� ṗ (3.83)

Ṙ � b
�
Q � R � ṗ soit R � Q

�
1 � exp

� � b p � � (3.84)

Par contre, la déformation cumulée n’est plus la variable d’état qui caractérise
l’écrouissage isotrope. La variable adéquate se sature en fonction de la déforma-
tion plastique cumulée. Dans un tel modèle, les coefficients dépendant du matériau
sont la limite d’élasticité initiale, σy, deux coefficients pour représenter l’évolution
de l’écrouissage isotrope, b et Q, et deux coefficients pour représenter l’évolution de
l’écrouissage cinématique, C et D. Cette règle d’écrouissage cinématique non linéaire
a été proposée par Chaboche [CHA 77] et Armstrong et Frederick [ARM 66].

3.7.2. Énergie dissipée, énergie bloquée

La dissipation intrinsèque évaluée avec le type de modèle décrit au paragraphe pré-
cédent s’écrit, dans le cas où on adopte le formalisme du modèle standard généralisé :

φ1 � σ� : ε̇� p � Rṙ � X� : α̇� (3.85)

�
�

σ� : n� � R � R2

Q
� X� : n� � D

C
J2 � X� � � λ̇ (3.86)

On note que :

σ� : n� � X� : n� � J
�
σ� � X� � (3.87)

Si bien que :

φ1 �
�

J
�
σ� � X� � � R � R2

Q
� D

C
J2 � X� � � λ̇ (3.88)

�
�

f � σY � R2

2Q
� D

2C
J2 � X� � � λ̇ (3.89)

Dans cette expression :
- le terme f λ̇ correspond à la dissipation visqueuse ; il est positif si le modèle est vi-
scoplastique, et nul pour un modèle plastique ;
- le terme σY λ̇ est la dissipation («de friction») liée au seuil initial ;
- les deux termes quadratiques correspondent aux dissipations liées à la non–linéarité
de l’écrouissage ; ces deux derniers termes disparaissent si on revient à des formula-
tions linéaires, et la dissipation calculée est alors celle du modèle parfaitement plas-
tique correspondant.
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Dans le bilan d’énergie, la part d’énergie qui est bloquée, et qui contribue à la
variation d’énergie libre, est :

ψ̇ � Rṙ � X� : α̇� (3.90)

� Q
�
1 � e

� bp � e
� bp ṗ � X� :

�
n� � 3D

2C
X� � ṗ (3.91)

Ces formules mettent clairement en évidence le fait que l’écrouissage correspond à la
capacité du matériau à stocker de l’énergie. Lorsque les variables d’écrouissage se sa-
turent, la dérivée de l’énergie libre devient nulle, et le matériau ne présente plus de dur-
cissement. On note par ailleurs que, comme p augmente quel que soit le chargement,
l’énergie stockée par le mécanisme d’écrouissage isotrope n’est pas récupérable. Au
contraire, l’énergie mise en jeu par l’écrouissage cinématique non linéaire n’est pas
entièrement récupérable (la transformation n’est pas réversible, mais renversable) ;
elle serait totalement récupérable dans le cas de l’écrouissage cinématique linéaire (il
suffit de penser au modèle de patin et ressort en parallèle pour donner un sens phy-
sique à cette constatation). Le lecteur concerné par ces problèmes pourra se reporter
aux publications qui ont tenté de quantifier ces différents termes, en s’appuyant sur
des mesures expérimentales [CHR 92, CHR 98, CHA 93c].

Le cas où on considère une fonction de charge classique, sans les termes quadra-
tiques, apporte peu de modifications aux résultats précédents. On se trouve en effet
dans le cas (2) de la section 3.6, avec un modèle associé mais pas standard généralisé.
Le seul changement concerne la quantité d’énergie dissipée, la dissipation due à la
non–linéarité étant maintenant double de la précédente.

3.7.3. Résultats typiques obtenus

Traction simple

En traction simple selon l’axe 1, la déformation plastique cumulée p est égale à la
déformation plastique εp

11, notée dans la suite εp. Le deuxième invariant du tenseur de
contrainte est égal à la composante σ11 du tenseur de contrainte, notée dans la suite σ.
Pour un modèle comportant à la fois un écrouissage isotrope et cinématique, la courbe
de traction est donc modélisée par :

σ � σy � Q
�
1 � exp

� � bεp ��� � C
D

�
1 � exp

� � Dεp � � (3.92)

La valeur maximale de la contrainte atteinte est donc σy � Q � �
C � D � , qui s’identifie

à la contrainte ultime. L’expression 3.92 montre qu’il n’est pas possible de distinguer
entre écrouissage isotrope et cinématique lors d’un chargement de traction simple.
Ceci est illustré sur la figure 3.3. Si le coefficient D est nul, le modèle obtenu est
simplement celui de Prager, la contribution de l’écrouissage cinématique étant alors
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Isotrope Cin NL
σy 100 100
Q 150 0
b 50 0
C 0 7500
D 0 50

Figure 3.3. Réponse typique en traction simple (E � 200000)

simplement Cεp. La différence est importante, puisqu’il n’y a plus de contrainte li-
mite en traction. La suite montrera que cette différence a aussi des implications en
chargement cyclique.

Chargement à déformation imposée symétrique

Les chargements à déformation imposée, avec des bornes symétriques en traction
et en compression constituent l’essai de base en chargement cyclique. La courbe dé-
formation plastique–contrainte présente un hystérésis. En relevant les coordonnées des
extrémités des boucles, on peut ensuite construire la courbe d’écrouissage cyclique,
dans le plan ∆εp–∆σ. Après une forme transitoire arrondie, la règle d’écrouissage iso-
trope conduit à un cycle en forme de parallélogramme, avec deux côtés horizontaux
(figure 3.4a). Dans le cas où le coefficient Q est positif, il y a durcissement cyclique,
(comme sur la figure), dans le cas contraire, il y a adoucissement cyclique. La règle
d’écrouissage cinématique linéaire conduit également à un parallélogramme, dès le
second cycle (figure 3.4b). La règle d’écrouissage cinématique non linéaire conduit
à une forme plus réaliste (figure 3.4c), et d’autant plus si elle est couplée avec une
évolution de l’écrouissage isotrope (figure 3.5).

Le long d’une branche de la courbe d’hystérésis, on peut intégrer la variable ciné-
matique non linéaire, pour trouver (avec η � 1 pour une branche en traction et η � � 1
pour une branche en compression), à partir d’un point de départ (εp

0 –X0) :

X � η
C
D
� �

X0 � η
C
D
� exp

� � ηD
�
εp � εp

0 � � (3.93)

L’utilisation de cette même formule conduit alors pour la courbe cyclique à une
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description analytique :

∆σ � 2
�
σy � Q � � 2

C
D

tanh
�
D∆εp � 2 � (3.94)

Chargement à déformation imposée non symétrique

Les différents modèles se distinguent par leur réponse à un chargement à défor-
mation imposée non symétrique. Le modèle à écrouissage isotrope se stabilise sur
le même cycle que dans le cas du chargement symétrique, qui reste symétrique en
contraintes. Le modèle à écrouissage cinématique linéaire développe au contraire une
contrainte moyenne (figure 3.6a), puisque le parallélogramme qui constitue le cycle à
l’équilibre s’appuie sur des droites invariables dont la pente est le module élastoplas-
tique dans le plan ε–σ. Il y a enfin relaxation de la contrainte moyenne pour le modèle
à écrouissage cinématique non linéaire (figure 3.6b). Il faut noter enfin que, dans le
cas de la superposition d’un modèle cinématique linéaire et d’un modèle cinématique
non linéaire, c’est le premier qui l’emporte, et il subsiste une contrainte moyenne (fi-
gure 3.6c). Le comportement réel des matériaux est souvent intermédiaire (relaxation
partielle de la contrainte moyenne), si bien que sa modélisation nécessite la mise en
place de modèles plus complexes.

Contrainte imposée non symétrique (rochet 1D)

Lorsqu’on applique un chargement de traction–compression dissymétrique σmin–
σmax à une éprouvette, la réponse mécanique peut (i ) devenir élastique après une
phase de comportement élasto–plastique (adaptation), (ii ) présenter une déformation
progressive qui se stoppe sur un cycle ouvert (accommodation), (iii ) présenter une
déformation progressive non bornée qui va conduire à la ruine (rochet).

Pour le cas de l’écrouissage cinématique linéaire, la déformation plastique qui
s’établit lors de la première traction est telle que σmax � σy � Cεp. Il y aura ensuite
adaptation si σmax � σmin � 2σy, et accommodation (figure 3.7a), dans le cas contraire.

Pour le cas de l’écrouissage cinématique non linéaire, on doit nécessairement avoir
σmax � σy � C � D et σmin � � σy � C � D, afin de ne pas dépasser la charge limite prévue
par le modèle. La déformation plastique qui s’établit lors de la première traction est
telle que σmax � σy � �

C � D � � 1 � exp
�
Dεp ��� . Il y aura ensuite adaptation si σmax �

σmin � 2σy, et rochet (figure 3.7b) dans le cas contraire, avec un pas de rochet régulier
à chaque cycle, conduisant à une accumulation de déformation plastique δεp :

δεp � 1
D

ln

� �
C � D � 2 � �

σmin � σy � 2�
C � D � 2 � �

σmax � σy � 2 � (3.95)
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Figure 3.4. Réponse élémentaire à un chargement à déformation imposée symétrique
(E=200000)
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Figure 3.5. Chargement à déformation imposée symétrique avec écrouissage isotrope et ciné-
matique non linéaire (E=200000)

Traction imposée et cisaillement alterné (rochet de traction-cisaillement)

Un autre cas très utile dans la pratique est celui du rochet en traction–cisaillement,
ainsi lorsque l’élément de volume subit une traction constante σ0 et un chargement
alterné symétrique entre τm et � τm. Le modèle d’écrouissage cinématique linéaire
donne lieu à une adaptation dès lors que

�
σ0 � 2 � 3

�
τm � 2 �

�
σy � 2, et à une accommo-

dation dans le cas contraire (figure 3.8a). Le modèle d’écrouissage cinématique non
linéaire donne lieu à une adaptation seulement si :

�
σy σ0

σy � �
C � D � � 2

� 3
�
τm � 2 �

�
σy � 2 (3.96)

et à un phénomène de rochet dans le cas contraire, (figure 3.8b), la déformation axiale
progressive pouvant être reliée à l’amplitude de déformation plastique de cisaillement :

δεp � 4
�

3

� �
σ0 � 2�

σy � �
C � D ��� 2 � �

σ0 � 2 � 1 � 2

∆εp
12 (3.97)

Aucune des deux hypothèses d’évolution d’écrouissage n’est vraiment satisfai-
sante, dans la mesure où l’écrouissage cinématique linéaire nie la présence de rochet,
qui existe bel et bien dans la réalité, et où l’écrouissage cinématique non linéaire le
surestime.
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Figure 3.6. Réponse obtenue en déformation imposée non symétrique (E=200000)



Plasticité et viscoplasticité 3D 97

�����

� ���
���	�
�
����	�
���� ���	�
���

����

����

�

� ����

σy 100
Q 0
b 0
C 15000
D 0

a. Cinématique linéaire

�����

� ���
���	�
����	������	����

����

����

�

� ����

σy 100
Q 0
b 0
C 30000
D 200

b. Cinématique non linéaire

Figure 3.7. Réponse obtenue en contrainte imposée non symétrique (rochet 1D) (E=200000)
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Figure 3.8. Traction imposée et cisaillement alterné (rochet de traction-cisaillement)
(E=200000)

3.8. Quelques variantes classiques

3.8.1. Multicinématique

Une description plus fine de la courbure de la courbe de traction expérimentale, et
une meilleure description des effets de redistribution de contrainte, en particulier aux
faibles déformations plastiques, est obtenue dans le cadre du modèle d’écrouissage
cinématique en superposant plusieurs variables X� . Chacune de ces variables est indé-
pendante, et le nouveau modèle ainsi défini ne fait qu’introduire une souplesse dans
l’identification, à l’aide d’un développement faisant intervenir des exponentielles dont
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les coefficients Di sont d’ordres de grandeur différents :

X� � ∑
i

X� i � 2
3

Ciα� i avec α̇� i � ε̇� p � 3Di

2Ci
X� i ṗ (3.98)

3.8.2. Modification du terme de rappel

La proposition de la forme du terme de rappel, dont la construction géométrique
a initialement été proposée par Mróz [MRÓ 67], a été largement commentée depuis
lors. On compte de nombreuses modifications, qui laissent toutes le modèle sous la
forme :

α̇� � m� ṗ avec m� � n� � 3D
2C

Φ�� : X� (3.99)

Modification d’intensité

Dans ce cas, le tenseur Φ�� de l’équation 3.99 est simplement proportionnel à l’iden-

tité. La modification la plus simple consiste à choisir

Φ�� � �
φ∞ � �

1 � φ∞ � exp
� � ωp � � I�� (3.100)

ce qui permet de faire évoluer la forme de l’écrouissage cinématique entre le cycle ini-
tial (vitesse de saturation D, asymptote C � D) et le cycle stabilisé (vitesse de saturation
φ∞D, asymptote C � � φ∞D � ) [MAR 89].

En présence de chargements à déformation imposée non symétrique, l’expérience
montre qu’une redistribution de contrainte s’opère pour les amplitudes importantes,
mais pas ou peu pour les amplitudes plus faibles. Cet effet peut être représenté en
superposant un grand nombre de cinématiques, comme indiqué au paragraphe pré-
cédent, mais il peut aussi être judicieux de faire appel à une forme d’évolution qui
supprime le terme de rappel pour les faibles amplitudes, donc qui revient à utiliser un
écrouissage cinématique linéaire dans ce cas [CHA 91]. Une approche de ce type a
aussi été utilisée par d’autres auteurs [OHN 93a, OHN 93b].

Φ�� �
�

DJ
�
X� � � ωC

1 � ω � m1 1

� DJ
�
X� � � m2

I�� (3.101)

On retrouve un modèle classique lorsque m1 = m2 et que ω � 0. Sinon, le terme de
rappel n’est présent que lorsque le second invariant de X� dépasse la valeur ωC � D, la
valeur de ω étant comprise entre 0 et 1.
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Évanescence radiale

Les propriétés de rochet multiaxial sont liées à la direction d’écoulement, qui,
dans le cas de l’écrouissage cinématique linéaire, a une composante nulle selon la
composante 11, pour un cycle de charge en cisaillement à contrainte axiale imposée,
parce que la composante 11 de la variable cinématique augmente jusqu’à rencontrer
le niveau de contrainte imposé. Cela n’est pas le cas avec l’écrouissage cinématique
non linéaire, à cause du terme de rappel, qui n’est pas colinéaire à la direction de
l’écoulement plastique. Le modèle d’évanescence radiale [BUR 87] projette le terme
de rappel sur la normale n� , et permet donc en rochet 2D de régler la déformation
progressive, en considérant des couples d’écrouissage cinématique, l’un avec terme
de rappel ordinaire, l’autre avec évanescence radiale. Il est rigoureusement identique
au modèle cinématique non linéaire en chargement proportionnel.

Φ�� � n� �
n� (3.102)

La figure 3.9 illustre sur un exemple simple le comportement de ce type de mo-
dèle. En figure 3.9a, le chargement est à contrainte imposée, avec une valeur axiale
constante de 100 MPa, et une valeur en cisaillement qui oscille entre +150 MPa et –
150 MPa. L’écrouissage cinématique est découpé en deux parties, l’une possédant un
terme de rappel classique, l’autre un terme à évanescence radiale, avec le même co-
efficient D � 300, la somme des deux coefficients C étant constante (60000 MPa), ce
qui conduit exactement au même modèle sous chargement uniaxial. On repère par η la
fraction de chaque type d’écrouissage, η � 1 correspondant à l’écrouissage classique,
et, par exemple, η � 0 	 75 à une valeur de C de 45000 pour l’écrouissage classique et
de 15000 pour l’évanescence radiale. On retrouve classiquement la déformation pro-
gressive habituelle pour η � 1, tandis que la déformation progressive s’arrête (plus ou
moins loin) dans tous les autres cas. Par ailleurs, la figure 3.9b montre l’évolution de
la déformation axiale lorsque, après avoir effectué 20 cycles de rochet, on ramène la
contrainte axiale à 0. Il y a pour chaque cas un léger rochet en arrière, la déformation
axiale finale restant positive.

Il est à noter que dans la littérature, plusieurs auteurs, au lieu de «dédoubler»
les variables comme indiqué ici, se contentent d’utiliser un terme de rappel «mixte»,
comportant une partie classique et une partie radiale, dans une variable d’écrouissage
unique. Cette règle n’est évidemment pas identique, et paraît plus difficile à identifier.

3.8.3. Autres modèles pour la déformation progressive

Sur les problèmes de déformation progressive, il existe une très importante bi-
bliographie, sur élément de volume, sous chargement uniaxial et multiaxial, et sur
structure. En se restreignant à l’élément de volume, on retiendra parmi d’autres
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Figure 3.9. Illustration de l’effet de l’«évanescence radiale» sur le rochet de traction–
cisaillement : a. Variation de la distance d’arrêt, b. Retour en arrière en cas de décharge

[OHN 93a, OHN 93b, CHA 94, HAS 94a, MAC 95], pour le cas uniaxial, et [GUI 92,
HAS 94b, DEL 95, JIA 94, TAH 99], pour le rochet de traction–cisaillement ou le
rochet biaxial.

3.8.4. Effet de mémoire

Certains matériaux comme les aciers inoxydables austénitiques présentent de forts
«effets de mémoire» de la déformation plastique maximale, c’est–à–dire que, à la
suite d’un chargement à grande déformation, le comportement qui suit (par exemple
en chargement cyclique à faible amplitude) présente un durcissement important par
rapport au comportement de référence à ce même niveau de chargement. Cet effet
peut se modéliser à l’aide d’une surface de charge dans l’espace des déformations
plastiques, qui conserve donc en mémoire au cours de l’histoire du chargement la
valeur la plus grande atteinte, par exemple pour la déformation équivalente de von
Mises. Le processus de mémorisation peut être total ou progressif. La variable ainsi
obtenue peut ensuite être utilisée dans le modèle décrit au paragraphe précédent, par
exemple en agissant sur l’asymptote de la variable d’écrouissage isotrope [CHA 79b].
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3.8.5. Durcissement puis adoucissement

Certains alliages présentent sous chargement cyclique un durcissement suivi d’un
adoucissement. Ce genre de comportement peut simplement être représenté en mo-
difiant la forme de la règle d’écrouissage isotrope. Il suffit d’employer deux expo-
nentielles fonction de la déformation plastique cumulée, l’une croissante, avec un co-
efficient b élevé (variation rapide), l’autre, décroissante, avec un coefficient b faible
(variation lente).

3.8.6. Chargement non proportionnel

En chargement non proportionnel, certains matériaux présentent des écrouissages
exceptionnels, qui dépassent largement les niveaux obtenus dans les chargements pro-
portionnels de niveaux équivalents. Le durcissement supplémentaire est d’autant plus
élevé que le trajet de chargement est complexe. Cet effet s’explique au niveau mi-
crostructural notamment par le fait que les trajets complexes mettent en œuvre un
nombre plus élevé de mécanismes (systèmes de glissement, maclage), qui se gênent
mutuellement. Une modélisation possible consiste à augmenter ici encore l’asymp-
tote de l’écrouissage isotrope, au moyen d’un paramètre de non–proportionnalité
[BEN 87]. Un grand nombre d’«angles» peuvent être envisagés pour mesurer le degré
de non-proportionnalité, depuis la simple valeur σ� : σ̇� � J

�
σ� � J � σ̇� � jusqu’à des valeurs

plus complexes évaluées à partir des contraintes internes cinématiques [CAL 97]. On
montrera également que ce type d’effet est naturellement présent dans les modèles
cristallographiques (voir en section ??), dans lesquels les chargements multiaxiaux
non-proportionnels provoquent l’activation d’un nombre plus grand de systèmes de
glissement, donc plus de durcissement que les chargements proportionnels.

3.8.7. Comportement plastique anisotrope

La forme initiale de la limite du domaine d’élasticité étant caractérisée, il reste
encore à déterminer l’évolution de la surface de charge au cours de l’écrouissage.
L’anisotropie peut s’écrire de façon assez naturelle sur l’écrouissage cinématique, il
suffit de remplacer les coefficients C et D par des tenseurs d’ordre 4, et de choisir un
critère de la forme suivante [CHA 96a] :

f
�
σ� � X� � R ��� JB

�
σ� � X� � � R � σ � y (3.103)

avec : JB
�
σ� � X� ��� ���

σ� � X� � : B�� :
�
σ� � X� ��� 1 � 2 (3.104)

et : X� � C�� : α� α̇� � ε̇� p � D�� : X� ṗ (3.105)

D’autres modèles, plus complexes [DEL 96], font intervenir plusieurs variables
cinématiques imbriquées. On se trouve alors à devoir utiliser quatre tenseurs d’ordre
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quatre, M�� , N�� , Q�� , R�� qui doivent tous respecter la condition énoncée en section 2.5.4

pour respecter l’incompressibilité. L’évolution de la contrainte interne fait intervenir
trois variables imbriquées

α̇��� � 2
3

Y � N�� : ε̇� p � Q�� : � X� � � X� � � 1 � � ṗ

� λr sinh

�
JR

�
α� �

α0 � m0

N�� : R�� :
α�

JR
�
α� � (3.106)

α̇��� � 1 � � 2
3

Y � N�� : ε̇� p � Q�� : � X� � � 1 � � X� � � 2 � � ṗ (3.107)

α̇��� � 2 � � 2
3

Y � N�� : ε̇� p � Q�� : X� � � 2 � ṗ (3.108)

avec : X� � p α� ; X� � 1 � � p1 α� � 1 � ; X� � 2 � � p2 α� � 2 � (3.109)

Dans sa version d’origine, ce modèle comporte un terme de restauration dans
l’équation 3.106, qui sera discuté dans le prochain paragraphe, et une formulation
viscoplastique. La déformation viscoplastique respecte la règle de normalité avec une
loi d’écoulement en sinh pour rendre compte de la forte non–linéarité de la vitesse de
fluage en fonction de la contrainte :

ε̇� p � 3
2

v̇
M�� :

�
s� � X� �

JM
�
σ � X � avec v̇ � ε̇0

�
sinh

�
JM

�
σ� � X� �
N0 � � n

(3.110)

Il existe aussi des propositions pour modéliser l’anisotropie induite par la déforma-
tion ; il s’agit par exemple du modèle de Baltov–Sawczuck [BAL 65], qui est obtenu
en posant respectivement pour f et B�� :

f
�
σ� � X� � R � � JB

�
σ� � X� � � R � σy avec B�� � I�� � �

1 � 3 � I� �
I� � Aε� p � ε� p (3.111)

Les deux critères cités ci–dessus se contentent d’utiliser des expressions du second
degré en contrainte. En fait, les invariants utilisables sont bien plus variés [BOE 78].
Dans le cas des monocristaux à symétrie cubique, des propositions de critères utilisant
des invariants d’ordre élevé ont été faites, ainsi [NOU 92, NOU 95] :

f � �� � � � 32 �
I �1 � 2a4I �4 � 2

� 3a8I �8 � 3

� �
a6I �6 � 4

� ��
1 � 12

� R (3.112)

avec :

I �1 � S2
11 � S2

22 � S2
33 (3.113)

I �2 � S11S22 � S22S33 � S33S11 (3.114)

I �4 � S2
12 � S2

23 � S2
31 (3.115)

I �8 � S4
12 � S4

23 � S4
31 (3.116)
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où les Si j désignent les composantes du déviateur de σ� � X� dans le repère cristallogra-
phique.

3.9. Écrouissage et restauration en viscoplasticité

3.9.1. Écrouissage cinématique et isotrope

L’ensemble des modèles qui ont été décrits plus haut peuvent bien entendu se re-
formuler dans le cadre de la viscoplasticité. On obtient alors un modèle à écrouissage
additif ([LEM 85b]). Comme indiqué par la formule 2.76, cela revient à introduire
une fonction Ω

�
f � qui jouera le rôle de potentiel viscoplastique. Choisir pour Ω une

fonction puissance revient à introduire deux nouveaux coefficients K et n :

Ω
�
f � � K

n � 1

� �
f �
K � n � 1

(3.117)

La valeur de l’intensité d’écoulement viscoplastique attachée à cette expression est :

ṗ �
� �

f �
K � n

(3.118)

Ce dernier modèle a été largement développé par Chaboche ([CHA 89]), il permet
d’exprimer le déviateur des contraintes en fonction des variables internes, et d’identi-
fier ainsi les contraintes internes et visqueuses définies précédemment.

s� � X� � �
σy � R � K

�
ṗ�
�
1 � n � � n� avec n� � ∂ f

∂σ� (3.119)

L’expression précédente contient en particulier le modèle de Norton, qui est obtenu
en annulant les variables internes et le seuil initial. Celui-ci est uniquement capable
de prévoir le fluage secondaire, et ne devrait donc être utilisé qu’avec précautions.
Il est néanmoins en général vérifié à très haute température. A contrainte visqueuse
constante, le fait de conserver une valeur non nulle pour σy conduit à un modèle vi-
scoplastique à seuil constant. La forme comportant à la fois des écrouissages isotrope
et cinématique est bien entendu préférable aux températures intermédiaires.

A haute température, il y a réarrangement de la microstructure liée à l’activation
thermique, qui produit un adoucissement au cours de la déformation. Il s’ensuit une
diminution des contraintes internes, dont il peut être rendu compte formellement en
ajoutant un potentiel de restauration au potentiel viscoplastique ordinaire. L’applica-
tion de ce type de terme s’effectue d’habitude sur le terme d’écrouissage cinéma-
tique. Les expressions (3.121) montrent par exemple comment combiner restauration
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et écrouissage cinématique linéaire :

Ω
�
σ � Ai ��� K

n � 1

� �
J
�
σ� � X� � � σy �

K � n � 1

� 3M
2C

�
m � 1 �

�
J
�
X� �

M � m � 1

(3.120)

α̇� � ε̇� p � 3D
2C

X� ṗ � 3
2C

�
J
�
X� �

M � m X�
J
�
X� � (3.121)

En prenant une valeur de m égale à 1, cette expression correspond exactement à
l’approche proposée par les métallurgistes dans le cas du «fluage–dislocation» (Oro-
wan). D’autres formes de restauration sont bien sûr envisageables, en particulier sur
la variable isotrope.

La restauration conduit à une diminution de la valeur asymptotique de la variable
considérée. Ainsi, sous chargement uniaxial, la variable cinématique X ne tend-elle
plus vers C � D pour les faibles niveaux de contrainte. Cet effet est important dans les
identifications à haute température, car, en son absence, les modèles à écrouissage
cinématique conduisent à un fluage limité pour tous les niveaux de contrainte en des-
sous de σy � R � C � D. La présence de restauration conduit à une valeur asymptotique
de X qui tend vers 0 pour les valeurs de contraintes situées juste au-dessus de la li-
mite d’élasticité initiale, ce qui est en général bien mieux en accord avec les données
expérimentales. La figure 3.10 montre ainsi les vitesses obtenues en fluage pour une
contrainte donnée :
- ε̇init désigne la vitesse initiale, en supposant le chargement suffisamment rapide pour
ne pas produire de déformation viscoplastique ;
- ε̇o

s est la vitesse de déformation viscoplastique stabilisée lorsqu’on ne considère pas
de restauration : dans ce cas, le fluage s’arrête pour les contraintes situées entre 100 et
300 MPa ;
- ε̇r

s est la vitesse de déformation viscoplastique stabilisée en considérant la restau-
ration : il existe alors un régime intermédiaire entre 100 et 300 MPa, pour lequel la
valeur asymptotique Xs de X n’est plus C/D = 200 MPa, mais est telle que :

�
C � DXs � ε̇r

s �
�

Xs

M � m

� 0 (3.122)

Cette équation, combinée avec

ε̇r
s �

�
σo � Xs � σy

K � n

(3.123)

donne la solution complète du problème.

De nombreux autres auteurs ont exploité la structure «hiérarchique» des équations
de ce paragraphe. Il faut citer ainsi les approches utilisant des écrouissages cinéma-
tiques imbriqués [DEL 87, ROU 85a], ou encore le modèle SUVIC. Ce dernier, dé-
veloppé au départ pour représenter le comportement du sel [AUB 99], présente une
structure classique avec variables isotrope et cinématique, mais avec des évolutions
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Figure 3.10. Vitesses de déformation plastique obtenues au début du fluage (ε̇init ), ou en condi-
tions stabilisées, sans (ε̇o

s ) et avec (ε̇r
s) restauration

particulièrement sophistiquées :

v̇ � A

�
f
�
σ� � B� � � R � R0

K � K0 � n

(3.124)

avec par exemple :

Ṙ � A3

�
1 � R

R � � v̇ � A4

�
R � xrR �

C � p

et R � � R0 � sinh

�
v̇
ε̇0 � 1 � n � m

(3.125)

Les autres variables d’écrouissage (B� et K) obéissent à des équations du même type.

3.9.2. Vieillissement

L’évolution des propriétés des matériaux considérée d’une manière générale dé-
passe le cadre de cet exposé. Il faudrait par exemple se référer aux changements de
phase, «displacifs» ou par diffusion, pour la modélisation desquels il faut considérer
soit une approche micro-macro, soit des composantes supplémentaires de déformation
(voir par exemple la récente revue [BER 97]).

Il est par contre aisé de représenter les modifications des propriétés mécaniques
liées à l’évolution des précipités. On consultera par exemple [CAI 79], [CHA 95] pour
des phénomènes de dissolution–précipitation, ou encore [MAR 89] [CAI 00] pour la
coalescence. Dans ce dernier cas, on peut se contenter de considérer une variable de
vieillissement scalaire, a, qui évolue vers une valeur asymptotique en fonction du
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temps, selon un processus thermiquement activé (avec deux coefficients a∞ et τ dé-
pendant de la température), et qui intervient dans la définition des variables d’écrouis-
sage :

ȧ � a∞ � a
τ

(3.126)

σy � R0
�
T � � R �0

�
T � � 1 � a � (3.127)

Ainsi, dans 3.127, la limite d’élasticité initiale contient-elle un terme R �0
�
T � qui dis-

paraîtra avec le vieillissement, conduisant à un adoucissement du matériau. Avec un
choix approprié de a∞ et τ en fonction de la température on peut aussi décrire un effet
de durcissement par le temps à faible température, réactivé par les incursions à haute
température [CHA 95]

3.9.3. Écrouissage par la déformation («Strain hardening»)

Comme pour le cas du modèle de Norton, le strain hardening est un modèle visco-
plastique sans seuil. Il est donc comme celui–ci inutilisable en chargement cyclique.
Il est capable de représenter correctement le début du fluage primaire ou la relaxa-
tion (mais sans doute pas les deux en même temps). Le modèle est dit à écrouissage
multiplicatif ([LEM 85b]) ; il sera obtenu en faisant évoluer la contrainte visqueuse en
fonction de la déformation cumulée, pour obtenir par exemple en utilisant le critère de
von Mises :

ε̇� p �
�

J
�
σ� �

K � n

p
� n � m n� (3.128)

Dans le cas des sollicitations uniaxiales, cette équation s’intègre explicitement dans le
cas du fluage (3.129), ou dans le cas de la relaxation, en négligeant dans ce dernier cas
l’évolution de déformation plastique au cours de la relaxation.

εp �
�

m � n
m

�
J
�
σ� �

K � n

t � m � � m � n �
(3.129)

3.10. Modèles multimécanismes

3.10.1. Formulation générale

Il convient d’écrire ce type de modèle à chaque fois que la déformation inélastique
a sa source dans plusieurs mécanismes distincts. La présente section se limite au cas
où il est possible de continuer à traiter l’élasticité de façon classique, et où seule la
déformation inélastique se décompose en plusieurs contributions. Il est alors en géné-
ral possible de distinguer plusieurs sous–ensembles dans les groupes de variables Z
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(voir 2.3.5), soit :
� Z � ���

s

� Z s � (3.130)

Dans chaque sous–ensemble � Z s � , on distingue une contrainte élémentaire σ� s sur
le mécanisme et un ensemble de variables d’écrouissage Y s

Js
. Ces sous–ensembles se

retrouvent au niveau de l’énergie libre, pour laquelle :

ψ � ∑
s

ψs
�
Z s

Js
� (3.131)

Il reste ensuite le choix de faire intervenir chacun de ces mécanismes dans plusieurs
potentiels élémentaires Ωs, chacun étant rattaché à un mécanisme particulier au tra-
vers de son propre critère f s (équation 3.132), ou à un potentiel unique Ω, chaque
mécanisme apportant sa contribution à un même critère global f (3.134) :

ε̇� p � ∑
s

∂Ωs

∂σ� � ∑
s

∂Ωs

∂ f s

∂ f s

∂σ� � ∑
s

∂Ωs

∂ f s n� s : B�� s (3.132)

avec n� s � ∂ f s

∂σ� s et B�� s � ∂σ� s

∂σ� (3.133)

ε̇� p � ∂Ω
∂σ� � ∂Ω

∂ f
∂ f
∂σ� � ∂Ω

∂ f ∑
s

n� s : B�� s (3.134)

avec n� s � ∂ f
∂σ� s et B�� s � ∂σ� s

∂σ� (3.135)

Le tenseur B�� s représente dans certains cas une partie de la loi de concentration

qui fournit la contrainte locale en fonction de la contrainte globale pour le cas de
matériaux hétérogènes. On se contentera ici de décrire des approches dans lesquelles
les tenseurs B�� s sont des tenseurs identité.

La première méthode peut s’appliquer, au choix, en considérant des mécanismes
de même nature (tous plastiques, ou tous viscoplastiques) ou en panachant les contri-
butions. On doit à Koiter [KOI 60] et Mandel [MAN 65] les travaux originaux concer-
nant ce type d’approche en plasticité. Dans la suite, on commence par exprimer au
paragraphe 3.10.2 la première hypothèse, dans laquelle tous les mécanismes sont de
nature identique.

Cette voie est celle qui est naturellement suivie pour construire des modèles de
monocristaux (paragraphe 3.10.3 : il suffit pour cela d’observer que chaque système de
glissement représente un mécanisme, et que la contrainte élémentaire vue par chaque
mécanisme est la contrainte macroscopique (pas de transition d’échelle).

On montre ensuite d’autres applications de multimécanismes/multicritères à
deux mécanismes, en considérant chacune des trois possibilités, plastique–plastique,
viscoplastique–viscoplastique, et plastique–viscoplastique (section 3.10.5).

Au contraire, si l’on se tourne vers un modèle à un seul potentiel, la réponse sera
uniquement plastique ou viscoplastique, comme indiqué au paragraphe 3.10.6.
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3.10.2. Modèles multimécanismes–multicritères

Leur construction suit la même voie que les modèles ordinaires, avec une for-
mulation plastique ou viscoplastique. En se limitant pour des raisons de simplicité à
une forme associée, le point de départ est une collection de potentiels Ωs � s � 1 	 	 S,
dépendant de σ� et des variables flux AI , au travers de la fonction de charge f s. En
viscoplasticité, le problème se résout de façon immédiate, dans le cas d’un matériau
standard généralisé :

ε̇� p � ∑
s

∂Ωs

∂σ� � v̇s ∂ f s

∂σ� (3.136)

α̇I � ∑
s

∂Ωs

∂AI
� v̇s ∂ f s

∂AI
(3.137)

en posant v̇s � ∂Ωr

∂ f s (3.138)

On conserverait un modèle standard en choisissant pour αI une évolution de la forme
α̇I � v̇s Ms

I à la place de 3.137. La dissipation s’écrit :

φ1 � σ� : ε̇p � AIα̇� I (3.139)

En plasticité, les équations précédentes ne suffisent pas, on remplace les v̇s par un
vecteur de multiplicateurs plastiques, qu’il faut déterminer en résolvant le système
linéaire formé par les S conditions de cohérence ḟ r � 0 :

ḟ r � n� r : σ̇� � Y r
I ȦI avec n� r � ∂ f r

∂σ� et Y r
I � ∂ f r

∂AI
(3.140)

On peut exprimer la vitesse d’évolution des variables d’écrouissage :

ȦI � ∂AI

∂αK
α̇K ��� ∂AI

∂αK
Y s

K λ̇s (3.141)

La combinaison de 3.140 et 3.141 conduit alors au système annoncé :

n� r : σ̇� � Hrsλ̇s � 0 , avec Hrs � Y r
I

∂AI

∂αK
Y s

K (3.142)

Dans ce cas, l’écrouissage se manifeste au travers d’une matrice d’interaction symé-
trique 1, dont les composantes Hrs expriment le durcissement apporté par le méca-
nisme s sur le mécanisme r.

Sachant que :
n� r : σ̇� � n� r : Λ�� :

�
ε̇� � ε̇� p � (3.143)

1car ∂AI � ∂αK � ∂AK � ∂αI � ∂2Ψ � ∂αI ∂αK
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il est également possible d’établir la relation en termes de vitesse de déformation to-
tale, qui donne accès à la matrice tangente, en projetant sur n� s chaque membre de
l’équation 3.143, et en utilisant 3.142 :

�
n� r : Λ�� : n� s � Hrs � λ̇s � n� r : Λ�� : ε̇� (3.144)

Chacun de ces systèmes ne porte bien entendu que sur ceux des mécanismes qui
sont actifs. Ils sont déterminés de façon unique si on continue d’admettre l’hypothèse
de maximisation de la dissipation intrinsèque, en effet, la combinaison de systèmes ac-
tifs doit maximiser la dissipation, soit minimiser la somme AIα̇� i dans l’équation 3.139.

Pour le cas où on ne considère plus de modèle associé, la matrice précédente ne
reste pas symétrique, car on obtient un terme de type n� r : Λ�� : N� s.

3.10.3. Un modèle de monocristal

Exposé du modèle

Le modèle de cette section est associé, non standard généralisé. Il constitue une ap-
plication au monocristal du modèle d’écrouissage non linéaire développé en partie 3.7.
Il comporte donc à la fois des variables d’écrouissage isotrope rr et cinématique xr,
respectivement associées aux variables d’état ρr et cinématique αr, pour chaque sys-
tème de glissement r. En choisissant une forme quadratique de chacune des variables
d’état pour la partie inélastique de l’énergie libre, on obtient successivement, en intro-
duisant un couplage sur les variables isotropes :

ρψ � 1
2

c∑
s

�
αs � 2 � 1

2
Q∑

r
∑

s
hrsρrρs (3.145)

et :
xr � cαr ; rr � bQ ∑

s
hrsρs (3.146)

La matrice de composante hrs est une matrice d’interaction, qui représente à la fois
l’auto–écrouissage sur chaque système, et l’écrouissage latent [KOC 66, FRA 80]
entre les systèmes. La forme générale du modèle correspond à un monocristal se
déformant par glissement sur S systèmes r, dans des plans de normale nr selon une
direction lr. On note m� r le tenseur d’orientation, qui permet de calculer la cission sur
le système r à partir du tenseur de contrainte, τ0 la valeur de la cission critique initiale,
et on pose :

f r � � τr � xr � � rr � τ0 (3.147)

avec τr � σ� : m� r � σ� :
1
2

�
lr �

nr � nr �
lr � (3.148)
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On obtient une formulation viscoplastique à partir du potentiel viscoplastique
Ω [RIC 70, MAN 72] :

Ω � ∑
r

Ωr
�
f r � � K

n � 1 ∑
r

�
f r

K � n � 1

(3.149)

On en déduit :

ε̇� p � ∂Ω
∂σ� � ∑

r
γ̇r : m� r (3.150)

avec v̇r � ∂Ω
∂ f r �

�
f r

K � n

(3.151)

et γ̇r � v̇rsigne
�
τr � xr � (3.152)

On complète le modèle par la donnée des vitesses des variables d’état :

α̇r � �
signe

�
τr � xr � � dαr � v̇r (3.153)

ρ̇r � �
1 � bρr � v̇r (3.154)

La combinaison des équations 3.146 et 3.154 conduit à :

rr � Q ∑
s

hrs
�
1 � exp

� � bvs ��� (3.155)

Outre τ0, le modèle compte deux coefficients, K et n, caractérisant la viscosité, deux
autres, c et d pour l’écrouissage cinématique, tandis que b et la matrice hrs définissent
l’écrouissage isotrope. La dissipation s’écrit :

φ1 � σ� : ε̇� p � ∑
s

xsα̇s � ∑
s

rsρ̇s (3.156)

� ∑
s

�
τsγ̇s � xs � signe

�
τs � xs � � dαs � v̇s � rs � 1 � bρs � v̇s � (3.157)

� ∑
s

�
f s � τ0 � d

c

�
xs � 2 � brsρs � v̇s (3.158)

Les quatre termes du membre de droite dans l’équation 3.158 correspondent respec-
tivement à la dissipation visqueuse (qui serait nulle pour un modèle de plasticité), au
frottement, et aux non–linéarités de l’écrouissage cinématique et isotrope. La dissipa-
tion est automatiquement positive pour des matériaux durcissants. Dans le cas d’un
matériau plastique, on retrouverait la formule 3.142, avec :

Hrs �
�
csigne

�
τs � xs � � dxs � δrs � Qbhrs exp

� � bvs � (3.159)

Le problème du choix des systèmes actifs se pose encore dans ce cas-là. La question
a été traitée à l’origine par Taylor [TAY 38a], sans variable cinématique, pour le cas
d’une matrice d’interaction «isotrope» (tous les termes égaux à 1), ce qui conduit à
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une valeur unique pour toutes les variables rs, et avec une évolution linéaire de celles–
ci en fonction des vitesses de glissement. Parmi toutes les configurations possibles,
l’auteur propose de choisir celle qui minimise la somme des vitesses sur tous les sys-
tèmes actifs. Cette hypothèse se retrouve simplement ici, en évaluant la dissipation
(équation 3.156) avec les mêmes hypothèses (pas de xs, b � 0). En effet, en désignant
par r la valeur commune de toutes les cissions critiques, il vient simplement :

φ1 � σ� : ε̇� p � r∑
s

v̇s (3.160)

Cette «minimisation du travail interne» est équivalente à une «maximisation du travail
plastique» [BIS 51], comme le montre le traitement du problème par les techniques
de programmation non linéaire [CHI 69]. Le fait de maximiser la dissipation évaluée
en 3.156 constitue une généralisation des méthodes précédentes. Pour un modèle gé-
néral, la sélection des systèmes actifs ne conduit plus nécessairement à une somme
∑s v̇s minimale. Il faut enfin noter qu’une autre méthode de sélection, basée sur une
méthode de décomposition de la matrice singulière [GOL 83] a récemment été propo-
sée [ANA 96]. Elle conduit à minimiser la norme de la vitesse de glissement sous la
forme ∑

s

�
v̇s � 1 � 2.

Exemples d’application

Le fait de travailler avec une approche cristallographique et le critère de Schmid
conduit à un domaine d’élasticité global linéaire par morceaux, construit à partir du
résultat sur chaque système. Ainsi la figure 3.11 illustre-t-elle le fait que, selon la
famille de système de glissement qui est active, la forme du critère varie : on a repré-
senté le résultat obtenu pour le cas d’un matériau de structure cubique faces centrées,
en supposant d’abord que seuls les systèmes octaédriques sont actifs, puis en sup-
posant que les systèmes cubiques le sont également, avec la même valeur de cission
critique initiale r0. On note aussi que le résultat obtenu est différent selon le repère
considéré pour appliquer le chargement traction–cisaillement. On suppose que le ten-
seur de contraintes est de la forme suivante, où N et M sont deux vecteurs unitaires
orthogonaux :

σ� � σN
�

N � τ
�
N

�
M � M

�
N � (3.161)

La cission résolue τs sur le système s de plan ns et de direction ls vaut dans ce cas :

τs � σ
�
N 	 ns � � N 	 ls � � τ

� �
N 	 ns � � M 	 ls � � �

N 	 ls � � M 	 ns � � (3.162)

ce qui donne par exemple un résultat différent si, ayant choisi pour N la direction
(001), on considère que le cisaillement s’effectue selon une direction (010) (figure
3.11a) ou (110) (figure 3.11b) [NOU 94]. Le fait de négliger ce résultat a conduit à de
nombreuses erreurs dans l’analyse de résultats de traction–torsion sur tubes monocris-
tallins dans la littérature récente.
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σ

τ
σo

σo

σo � � 3

systèmes octa + cube

systèmes octa
a.

σ

τ

σo

σo � � 2

�
2

σo � � 6

b.

Figure 3.11. Domaine d’élasticité initial d’un monocristal en traction cisaillement, en fonc-
tion des systèmes de glissement actifs, et de la direction de sollicitation, (a) N : 001 ; M : 010,
(b) N : 001 ; M : 110

Cette influence de la cristallographie se fait sentir de plusieurs manières, qui sont
illustrées en figure 3.12. La planche 3.12a montre la réponse en contrainte dans le
plan σ11–σ12 à deux chargements à déformation imposée, qui présentent la même dé-
formation maximale en ε11, et une faible variation en ε12 : cela suffit pour changer
considérablement la direction d’écoulement, dans la mesure où le point représenta-
tif est «attiré» par les points multiples de la surface de charge. Le trajet obtenu est
uniquement le résultat de la règle de normalité. Seuls les systèmes octaédriques sont
introduits dans le modèle. Les mêmes coefficients sont utilisés pour la simulation de
la figure 3.12b, tandis que la famille de systèmes cubiques est introduite pour la simu-
lation de la figure 3.12c. La réponse du matériau est bien sûr très différente dans le
second cas, à la fois par le niveau de contrainte, qui est plus faible, et par la direction
d’écoulement.

La figure 3.13 quant à elle montre les résultats typiques obtenus en traction selon
différentes directions cristallographiques pour un matériau CFC.

Remarque

Le but de l’exposé précédent est de faire ressortir la similitude entre les équa-
tions nécessaires pour la bonne description du comportement du monocristal et celles
des modèles macroscopiques, indépendamment de la formulation en grandes transfor-
mations. Il diffère sensiblement de la littérature classique sur le sujet. Dans celle–
ci, après les travaux de Taylor [TAY 38b], les principales étapes sont la formula-
tion des modèles à plusieurs mécanismes conduisant à la description du glissement
multiple [MAN 65, HIL 66], l’approche par variables internes et le potentiel visco-
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Figure 3.12. Chargements biaxiaux à déformation imposée, (a) influence d’une faible mo-
dification sur le chemin de chargement (trajet supérieur : εmax

12
�
εmax

11 � 0 � 525 ; trajet infé-
rieur : εmax

12
�
εmax

11 � 0 � 475) (b) et (c) influence de la cristallographie pour un chargement
donné ((b) avec systèmes octaédriques, (c) avec systèmes octaédriques et cubiques (trajets :
εmax

12
�
εmax

11 � 2)
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Figure 3.13. Courbes de traction simple selon différentes directions cristallographiques, avec
les systèmes octaédriques seuls actifs. Les caractéristiques élastiques sont C11 � 250 GPa ;
C12 � 200 GPa ; C44 � 100 GPa.

plastique [RIC 70, MAN 72], l’écriture en transformations finies [RIC 71, HIL 72,
TEO 76, ASA 77, ASA 83b, ASA 83a], et l’utilisation dans des simulations numé-
riques [PIE 85, ASA 85]. Il y a deux «lignées» de modèles, les uns étant exprimés
sous forme phénoménologique, les autres faisant explicitement appel aux densités de
dislocations.

Les modèles phénoménologiques habituels ne comportent en général pas
d’écrouissage cinématique, et considèrent soit un comportement plastique indépen-
dant du temps, avec pour seule possibilité de description de l’écrouissage les cissions
critiques, soit un comportement viscoplastique, mais sans seuil avec un écrouissage
de type multiplicatif, ainsi [PIE 85] :

v̇r � ����
τr

τr
c

����
1 � m

et γ̇s � v̇s signe
�
τs � (3.163)

τ̇r
c � ∑

s
hrsv̇

s avec hrs �
�
q � �

1 � q � δrs � H (3.164)

Ce type de modèle est en général suffisant pour représenter correctement le comporte-
ment en chargement monotone et l’évolution des textures. Il est possible de tendre vers
un comportement pratiquement indépendant de la vitesse de sollicitation en choisis-
sant des valeurs élevées pour le coefficient m. Des modèles plus élaborés sont proposés
dans le cadre viscoplastique [KAL 92], ou pour représenter le maclage [STA 98].

Certains auteurs penchent plutôt pour une description qui fait intervenir expli-
citement les densités de dislocations [FRA 85, TEO 93, CUI 92, BUS 96, TAB 97,
EST 98, NEM 98]. Il existe une abondante littérature sur le sujet, qui ne peut être
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abordée dans le cadre de ce paragraphe. Le lecteur trouvera des informations complé-
mentaires concernant les grandes transformations au chapitre ??, et se reportera à des
revues récentes sur le sujet [HAV 92, TEO 97].

3.10.4. Modèles à deux mécanismes et deux critères (2M2C)

Un cas particulier intéressant parmi les modèles envisagés jusqu’ici est celui de
deux mécanismes, chacun obéissant à un critère de von Mises avec écrouissage iso-
trope et cinématique. On écrit alors le potentiel comme une somme :

Ω � Ω1 � f 1 � � Ω2 � f 2 � (3.165)

avec, pour I � 1 � 2 :
f I � J

�
σ� � X� I � � RI � RI

0 (3.166)

La déformation inélastique est donc obtenue comme :

ε̇� p � ∂Ω1

∂ f 1 n� 1 � ∂Ω2

∂ f 2 n� 2 (3.167)

avec n� I � ∂ f I

∂σ� (3.168)

Les expressions du paragraphe 3.7.1 peuvent être reprises ici. L’expérience montre
néanmoins ([SAI 95]) qu’il faut introduire des couplages au niveau de l’énergie libre,
ainsi, α� I étant les variables associées aux XI , on choisit (pas de somme implicite sur I
et J) :

ρψ � 1
3 ∑

I
∑
J

CIJα� I : α� J � 1
2 ∑

I
bI QI � rI � 2

(3.169)

On peut également envisager un couplage au niveau des variables isotropes, ou encore
un couplage «mixte» isotrope–cinématique. Cela ne sera pas considéré ici. On obtient
donc :

X� I � 2
3 ∑

J
CIJα� J ; RI � bI QI rI (3.170)

et, avec des notations évidentes, les équations d’évolution du type :

α̇� I �
�

n� I � 3DI

2CII
X I� � ∂ΩI

∂ f I (3.171)

ṙ �
�

1 � RI

QI � ∂ΩI

∂ f I (3.172)

La formulation du modèle où les deux mécanismes sont viscoplastiques est immé-
diate, dans la mesure où ∂ΩI � ∂ f I est alors parfaitement déterminé. Il suffit de choisir
une fonction de viscosité parmi celles du paragraphe 2.4.5. Si au contraire les deux
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mécanismes sont plastiques, on est ramené à la résolution d’un système tel que celui
présenté au paragraphe 3.10.2, avec possibilité d’avoir zéro, un ou deux mécanismes
actifs. Dans ce dernier cas, il vient :

λ̇1 �
�

M22n� 1 : σ̇� � M12n� 2 : σ̇�
M11M22 � M12M21 � λ̇2 �

�
M11n� 2 : σ̇� � M21n� 1 : σ̇�

M11M22 � M12M21 � (3.173)

Les propriétés du modèle vont bien sûr dépendre du dénominateur (indétermination
en cas de nullité). On a (sans somme sur I et J) :

MII � CII � DIX� I : n� I � bI
�
QI � RI � (3.174)

MIJ � 2
3

CIJn� I : n� J � DJ
CIJ

CJJ
n� I : X� J (3.175)

Le cas du mélange plasticité–viscoplasticité est exposé en section suivante.

3.10.5. Traitement simultané de la plasticité et de la viscoplasticité

La formulation plastique produit des réponses instantanées, la formulation visco-
plastique des réponses retardées. Le traitement de l’ensemble des réponses d’un maté-
riau à l’aide d’un modèle de viscoplasticité a été consacré sous le terme de «modélisa-
tion unifiée». Néanmoins, il est parfois utile pour certains matériaux de conserver les
deux régimes de déformation, l’un rapide, l’autre lent, par exemple (i ) pour les maté-
riaux qui possèdent à la fois de fortes capacités d’écrouissage et de fluage, comme les
aciers inoxydables austénitiques, et qui sont le siège de l’effet Portevin–Le Chatelier
(contrainte visqueuse décroissante en fonction de la vitesse de déformation), (ii ) pour
les matériaux dans lesquels la déformation instantanée (plasticité) et de fluage (visco-
plasticité) s’effectuent dans des domaines de contrainte disjoints, comme par exemple
les alliages base Nickel du type Inco718. L’utilisation simultanée des deux types de
déformation permet de rendre compte de l’effet de la vitesse sur la courbe de traction
dans le premier cas, mais aussi de réaliser une identification modulaire dans le second
cas, chaque modèle étant actif dans une zone différente de contrainte et de temps. Les
modèles utilisés font alors cohabiter une fonction seuil plastique et un potentiel visco-
plastique. La déformation totale est obtenue comme la somme de trois déformations,
élastique, plastique et viscoplastique :

ε̇� � ε̇� e � λ̇n� p � v̇n� v (3.176)

Les modèles les plus courants se contentent alors d’une loi de Norton en viscoplasti-
cité, et d’un écrouissage isotrope ou cinématique linéaire en plasticité. L’expérience
montre néanmoins qu’il faut souvent faire intervenir un couplage entre les lois d’évo-
lution plastique et viscoplastique ([CON 89]). On peut à titre d’exemple considérer le
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modèle suivant (noter dans ce paragraphe le changement de notation Cvp �
�
2 � 3 � C12) :

f v � J
�
σ� � X� v � � Rv � Rov f p � J

�
σ� � X� p � � Rp � Rop (3.177)

X� v � �
2 � 3 � Cvα� v � Cvpα� p X� p � �

2 � 3 � Cpα� p � Cvpα� v (3.178)

Rv � bvQvrv Rp � bpQprp (3.179)

α̇� v � ε̇� v �
�

3Dv

2Cv � X� v v̇ α̇� p � ε̇� p �
�

3Dp

2Cp � X� p λ̇ (3.180)

ṙv �
�

1 � Rv

Qv � v̇ ṙp �
�

1 � Rp

Qp � ṗ (3.181)

λ̇ � � σ̇� � Cvpα̇� v � : n� p

Hp
avec Hp � Cp � DpX� p : n� p � bp

�
Qp � Rp � (3.182)

v̇ �
�

f v

K � n

(3.183)

Ce modèle comporte 5 coefficients pour la loi plastique (Rop, Qp, bp, Cp, Dp), et
7 pour la loi viscoplastique (Rov, Qv, bv, Cv, Dv, K, n), et un coefficient caractérisant
le couplage entre les deux (Cvp). Les modèles obtenus sont alors identifiés à l’aide
d’essais de plasticité cyclique, de fluage, et d’essais «mixtes» mettant en évidence
le couplage entre plasticité et fluage. La figure 3.14 illustre l’effet du paramètre de
couplage Cvp lors d’un chargement de fluage suivi d’un écrouissage. En l’absence
de couplage (Cvp � 0), la période de fluage ne provoque pas d’écrouissage dans le
modèle plastique, et conduit donc à une courbe de rechargement qui reste très loin de
la courbe de référence. L’expérience montre habituellement que pour un tel chemin
de chargement, la courbe du chargement mixte fluage–plasticité rejoint la courbe de
référence, ce qui justifie la notion de couplage proposée [GOO 84, OHA 83].

Il est à noter que la partition entre écoulement plastique et écoulement viscoplas-
tique s’effectue naturellement, en fonction de la vitesse de déformation, puisque la
vitesse de déformation viscoplastique intervient indirectement dans le calcul du mul-
tiplicateur plastique. Lorsque la vitesse de déformation est grande, la déformation
viscoplastique n’a pas le temps de s’établir, le terme moteur en vitesse de contrainte
dans l’expression du multiplicateur plastique est grand, et on se trouve dans un ré-
gime dominé par la plasticité. Au contraire, pour des faibles vitesses de déformation,
accompagnées de faibles vitesses de contrainte, le multiplicateur plastique peut se
désactiver, comme le montre son expression de la formule 3.182, dans laquelle la pré-
sence d’écoulement viscoplastique diminue le terme moteur situé au numérateur. Le
régime peut même devenir purement viscoplastique. En traction simple, l’effet de la
vitesse de sollicitation, simulé avec un modèle élémentaire conduit à un effet visqueux
ordinaire aux faibles vitesses, et à une saturation vers un modèle de plasticité instan-
tanée aux vitesses élevées, ce qui est conforme à l’expérience (figure 3.15a). Dans
chacun de ces essais, la vitesse de déformation inélastique est à dominante viscoplas-
tique aux faibles vitesses, et purement plastique à forte vitesse (figure 3.15b).

Avec les coefficients utilisés pour simuler la traction, les essais de fluage montrent,
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(unités : MPa, s)
viscosité :

K = 500 ; n = 7
isotrope visqueux :

R0 = 0
cinématique visqueux :

C = 50000 ; D = 500
isotrope plastique :

R0 = 140
cinématique plastique :

C = 50000 ; D = 500

Figure 3.14. Influence du terme de couplage en fluage puis traction (fluage 555 h à 140 MPa,
puis traction à ε̇ � 10 ! 4s ! 1, référence obtenue en traction à ε̇ � 10 ! 4s ! 1

en fonction du niveau de chargement, du fluage primaire ou du fluage secondaire, mais
surtout la présence d’un écoulement viscoplastique significatif au-dessous de la limite
d’élasticité apparente (figure 3.15c,d). Cet effet est en bon accord avec le fait que la
limite du domaine d’élasticité au sens de la plasticité (déformation rapide) est plus
élevée que celle qui concerne les déformations viscoplastiques (fluage).

Il est possible, en fonction des valeurs relatives des coefficients correspondant
à l’auto–écrouissage plastique, l’auto–écrouissage viscoplastique, et l’écrouissage
croisé, de rendre compte d’effets inverses de la vitesse dans certaines gammes de
sollicitation, comme le montre la figure 3.16. En traction simple, le jeu choisi prévoit
un effet ordinaire de la vitesse aux faibles vitesses de sollicitation, un maximum de
contrainte pour une vitesse intermédiaire, et une chute de contrainte pour des vitesses
élevées. Un tel comportement est réaliste pour des matériaux dans lesquels existe un
effet d’interaction dislocation–impuretés [BLA 87].

Il est bien entendu possible d’écrire des versions de ce type de modèle qui somment
deux déformations de même nature, plastique ou viscoplastique.

3.10.6. Modèles à deux mécanismes et un critère (2M1C)

Après avoir exprimé plusieurs mécanismes, il est possible de combiner leur in-
fluence pour ne plus retrouver qu’un seul critère. Le modèle obtenu se retrouve alors
dans un cadre plastique indépendant du temps ou viscoplastique. Les deux critères de
l’équation 3.177 sont donc remplacés par un seul, par exemple [ZAR 87] :

f � � J � σ� � X� 1 � 2 � J
�
σ� � X� 2 � 2 � 1 � 2 � R (3.184)
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Coefficients... (unités : MPa, s)
viscosité K = 500 ; n = 7

isotrope du modèle visqueux R0 = 80
cinématique du modèle visqueux C = 10000 ; D = 100

isotrope du modèle plastique R0 = 140
cinématique du modèle plastique C = 20000 ; D = 200

Figure 3.15. Illustration du fonctionnement du modèle en traction et fluage. (a) Influence de
la vitesse de déformation sur la courbe de traction, (b) Fraction de déformation plastique dans
la déformation inélastique en fonction de la vitesse de sollicitation, (c) Fluage à différentes
charges, (d) Mise en évidence du fluage en-dessous de la limite d’élasticité apparente en traction
(après 600h de fluage)
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Coefficients (unités : MPa, s)
viscosité K=1000 ; n = 7

isotrope du modèle visqueux R0 = 0
cinématique I du modèle visqueux C = 10000 ; D = 100
cinématique II du modèle visqueux C = 100000 ; D = 1000

isotrope du modèle plastique R0 = 140
cinématique I du modèle plastique C = 10000 ; D = 100
cinématique II du modèle plastique C = 10000 ; D = 500

couplage plastique I - viscoplastique I Cvp = 20000
couplage plastique II - viscoplastique II Cvp = 100000

Figure 3.16. Illustration de la possibilité de description d’un effet inverse de la vitesse en
viscoplasticité

en conservant toujours un couplage au niveau des variables cinématiques :

X� 1 � �
2 � 3 � � C11α� 1 � C12α� 2 � ; X� 2 � �

2 � 3 � � C22α� 2 � C12α� 1 � (3.185)

J1

J2

a.

J1

J2

b.

Figure 3.17. Comparaison entre : (a) modèle à deux mécanismes et deux critères, (b) modèle
à deux mécanismes et un critère
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La formulation plastique de ce modèle a été étudiée en détail [ZAR 87], on peut
également écrire une formulation viscoplastique [CAI 95].

Dans l’un et l’autre cas, il n’y a plus qu’une variable isotrope, si bien que les
deux relations de la formule 3.181 sont remplacées par une seule, le terme moteur
Ṗ étant, selon le cas, le multiplicateur plastique (unique) ou la dérivée du potentiel
viscoplastique par rapport à f , v̇ :

ṙ �
�

1 � R
Q � Ṗ (3.186)

La variable isotrope R s’écrit donc :

R � bQr � Q
�
1 � exp

� � bP � � (3.187)

En viscoplasticité :

Ṗ � v̇ �
�

f
K � n

(3.188)

En plasticité :

Ṗ � λ̇ �
� �

J1n� 1 � J2n� 2 � : σ̇�
hR � hX1 � hX2 � (3.189)

avec :

hR � b
�
Q � R � R (3.190)

hX1 � 2
3

�
n� 1 � 3D1

2C11
X� 1 � : � C11J1n� 1 � C12J2n� 2 � (3.191)

hX2 � 2
3

�
n� 2 � 3D2

2C22
X� 2 � : � C12J1n� 1 � C22J2n� 2 � (3.192)

La notation n� i � � i � 1 � 2 � des équations 3.189 et 3.192 correspond à la forme clas-
sique n� i � �

3 � 2 � � s� � X� i ��� J
�
σ� � X� i � , l’expression de la normale devenant alors ici, en

posant Ji � J
�
σ� � X� i � :

n� � J1n� 1 � J2n� 2

� J2
1 � J2

2 � 1 � 2
(3.193)

Pour ce type de modèle, le multiplicateur plastique (ou encore v̇ en viscoplasticité) ne
correspond plus à la vitesse de déformation équivalente. L’étude détaillée du modèle
montre qu’il permet de régler dans une certaine mesure la quantité de rochet, par
exemple sous un chargement non symétrique. Lorsque le déterminant

�
C11C22 � C2

12 �
est non nul, le rochet s’arrête après une période de déformation progressive. Il est
intéressant de noter que le cycle mécanique stabilisé peut être ouvert (figure 3.18).
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coefficients (MPa,s)
viscosité :
n=2, K=5

cinématique I :
C11 = 2000 ; D1 = 0

cinématique II :
C22= 200000 ; D2 = 0

isotrope :
R0 = 350

couplage :
C12 = -20000

Figure 3.18. Illustration de l’arrêt de la déformation progressive sur une boucle ouverte avec
un modèle 2M1C, sous chargement de traction–compression dissymétrique

3.10.7. Matériaux compressibles

Les modèles qui sont sensibles à la pression hydrostatique constituent une caté-
gorie bien particulière qui est traitée en détail dans le prochain paragraphe. Il s’agit
ici simplement de montrer comment il est possible de rattacher cette nouvelle caté-
gorie de modèles à ceux qui ont été utilisés jusqu’à présent. Le modèle elliptique va
être considéré à titre d’exemple. On donne une version du modèle avec écrouissage
isotrope et cinématique. Le critère retenu sera donc :

f � � J � σ� � X� � 2 � I
�
σ� � X� � 2 � 1 � 2 � R (3.194)

Cette forme peut être considérée comme un modèle de type 2M1C, étudié précédem-
ment, dans lequel le premier critère porterait sur la partie déviatorique et le second sur
la partie sphérique. La variable cinématique du premier critère est x� , partie déviato-
rique de X� , et celle du second critère Xll , trace de X� .

3.11. Comportement des matériaux poreux

Dans cette partie, le comportement des matériaux poreux plastiques et viscoplas-
tiques est présenté. Ceux-ci sont caractérisés par la présence de cavités qui en fonction
du chargement appliqué peuvent croître ou se fermer. Les modèles de comportement
présentés dans cette partie peuvent à la fois servir à modéliser les opérations de mise
en forme et la rupture ductile.
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On définit la porosité η par le rapport :

η � volume des cavités
volume total

���� contraintes nulles
température de référence

(3.195)

Il s’agit donc du taux relatif de vide dans l’état relaché des contraintes à la température
de référence. En particulier, une déformation volumique purement élastique n’induit
pas de modification de la porosité. On appellera matrice, la matière saine entourant les
cavités.

3.11.1. Présentation de quelques modèles

Cette classe de matériaux est caractérisée par une surface de charge dépendant de
la porosité. On distinguera les matériaux ayant une direction d’écoulement plastique
associée à cette surface des matériaux non–associés. On se limitera ici au cas des
matériaux associés (on pourra se reporter à [DES 89, KAN 82, NEM 80, VER 83]
dans le cas non–associé.).

La formulation des différents modèles repose sur la définition d’une contrainte ef-
fective σ � scalaire tenant compte de la pression hydrostatique. La contrainte effective
est définie de façon explicite ou implicite par l’équation suivante :

ψ �
�
σ� � η � σ � ��� 0 (3.196)

On définit également les quantités suivantes :

σM � k1σ11 � k2σ22 � k3σ33 (3.197)

σE � � 3
2

s� : H�� : s� (3.198)

de sorte à pouvoir prendre en compte l’anisotropie du matériau en utilisant le tenseur
de Hill H�� [DOE 95, PRA 98]. Dans le cas isotrope, H�� � I�� , de sorte que σE est égal à

la contrainte de von Mises et k1 � k2 � k3 � 1 de sorte que σM � Tr
�
σ� � . Dans le cas

où les coefficients k1, k2, k3 sont différents, l’équation 3.197 n’est valable que dans
un repère matériau particulier ; c’est par exemple le cas des matériaux contenant des
cavités ellipsoïıdales [GOL 94, GOL 97].

Le choix de la fonction ψ � détermine le modèle utilisé. Parmi ceux–ci, on utilise
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couramment :

Green ψ � � 3Cσ2
E � Fσ2

M � σ2� (3.199)

Gurson ψ � �
σ2

E

σ2�
� 2η � q1 cosh

�
q2σM

2σ � � � � 1 � q2
1η2� � (3.200)

Rousselier ψ � �
σE

1 � η
� σ1ηDexp

�
σM�

1 � η � σ1 � � σ � (3.201)

Cam–clay modifié ψ � �
σ2

E

m2 � � σM

3
� pc � 2 � p2

c � σ2� (3.202)

Les modèles de Gurson et Rousselier sont utilisés pour la modélisation de la rup-
ture ductile. Les modèles de Green et Cam–clay servent pour la mise en forme. La
forme des surfaces ψ � � 0 dans le plan σM–σE , pour σ � fixée, est représentée sur la
figure 3.19. Les remarques suivantes peuvent être faites sur les différents modèles

Green [GRE 72, SHI 76, ABO 88, BES 92] Ce modèle a été initialement présenté
comme une extension phénoménologique du critère de von Mises incorporant
la pression hydrostatique. L’extension la plus simple consiste à définir une sur-
face quadratique dans le plan σM–σE . Il est généralement utilisé pour la mise
en forme à chaud. C et F sont des fonctions de la porosité ; on a C

�
0 � � 1 et

F
�
0 ��� 0 de sorte à retrouver un modèle de matériau plastiquement incompres-

sible quand la porosité devient nulle. On peut également noter que certains mo-
dèles d’homogénéisation récents [PON 98] permettent de retrouver une forme
elliptique pour le critère de plasticité.

Gurson [GUR 77, TVE 84, BEC 88, TVE 90b] Ce modèle a été initialement établi
dans un cadre micromécanique. La surface de plasticité est obtenue par l’ana-
lyse d’une sphère creuse par une méthode de borne supérieure [GUR 77]. La
matrice est supposée isotrope rigide parfaitement plastique. L’analyse de Gur-
son conduit à une surface de plasticité définie par :

ψ � �
σ2

E

σ2�
� 2ηcosh

�
σM

2σ � � � � 1 � η2 � (3.203)

La comparaison avec des calculs éléments finis sur des cellules élémentaires ca-
vité/matrice [KOP 88] ainsi que la confrontation avec des données expérimen-
tales ont amené à modifier le modèle de façon phénoménologique pour aboutir
à l’équation 3.200. Dans cette équation, η � est une fonction de la porosité η qui
s’exprime en général de la façon suivante :

η � �
�

η si η � ηc

ηc � δ
�
η � ηc � si η � ηc

(3.204)

où ηc représente la porosité à partir de laquelle la coalescence des cavités dé-
bute. Pour η � ηc l’endommagement est entièrement régi par la croissance des
cavités. δ � 1 est un paramètre permettant de reproduire l’effet néfaste de la
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coalescence sur la tenue mécanique. La forme phénoménologique de l’équa-
tion 3.204 est la plus couramment employée, car elle est la plus simple. Tou-
tefois, rien n’interdit d’employer une autre fonction, soit pour des raisons phy-
siques, soit pour des raisons numériques [MAT 94]. q1 et q2 sont des paramètres
qui valent en général

q1 � 1 	 5 q2 � 1 (3.205)

La rupture (i.e. ψ � � 0 pour σ� � 0� ) a lieu pour

η �
�
η � � 1

q1

Certains auteurs proposent de faire dépendre ηc, δ, voire q1 de la triaxialité des
contraintes et de la porosité initiale η0 [ZHA 95].

Rousselier [ROU 87] Ce modèle a également été proposé dans le cadre de la rupture
ductile. Il comprend deux coefficients σ1 et D. En prenant comme base le mo-
dèle de rupture ductile proposé par Rice & Tracey [RIC 69], on prend souvent

σ1 � 2
3

Rm (3.206)

D est proche de 2. Dans ce modèle la rupture se produit pour η � 1 ; afin d’avoir
une modélisation plus réaliste on considère qu’au delà d’une porosité critique
ηc le matériau est rompu. Il y a donc une chute brusque des contraintes. Ce mo-
dèle possède la particularité, de ne pas avoir, dans le plan σM–σE une tangente
verticale pour σE � 0. L’équation 3.201 indique en outre que le critère n’est pas
symétrique en σM (i.e. ψ �

�
σE � σM � σ � � �� ψ �

�
σE � � σM � σ � � ). On peut toutefois

le symétriser en remplaçant 3.201 par :

ψ � �
σE

1 � η
� σ1ηDexp

� � σM �
3
�
1 � η � σ1 � � σ � (3.207)

La surface ψ � � 0 présente alors un point anguleux en σM � 0. En règle géné-
rale, ce modèle est utilisé pour décrire la rupture ductile avec σM � 0.

Cam–clay modifié [SCH 65, FAV 99] Ce modèle est généralement utilisé pour la
mise en forme à froid des matériaux pulvérulents. pc est une fonction décrois-
sante de la porosité. On considère généralement que m est constant. Ce modèle
ne s’applique qu’aux états de compression (Trσ� � 0). En général il n’est pas
utilisé aux faibles valeurs de la porosité.

3.11.2. Critère de plasticité

Le critère de plasticité s’écrit à partir de la définition de σ � comme :

f
�
σ� � η � R � � σ � � R � 0 (3.208)
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Green Gurson

Rousselier Cam–Clay

σM

σE

Figure 3.19. Comparaison des surfaces de plasticité des modèles : Green, Gurson (en pointillé
le modèle de Green coïncidant avec le modèle de Gurson pour σM � 0 et, σE � 0), Rousselier
(en pointillé le modèle symétrisé (equation 3.207)), Cam–clay pour σ � � 0 (en pointillé la droite
d’état critique σE �

� mσM
�
3).

où R est la limite d’écoulement du matériau non–endommagé. Une présentation plus
classique considère l’équation ψ

�
σ� � η � R � � 0 comme le critère de plasticité. La pré-

sentation adoptée ici permet un traitement identique de tous les modèles ainsi qu’une
extension immédiate à la viscoplasticité.

3.11.3. Viscoplasticité

Dans le cas d’un matériau viscoplastique, la condition d’écoulement s’écrit :

f
�
σ� � η � R � � σ � � R

�
0 (3.209)

La différence σ � � R définit une contrainte effective de fluage qui permet de dé-
finir la vitesse de déformation à partir de la loi de fluage du matériau non–
endommagé [PRA 98, STE 97].
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3.11.4. Ecoulement (visco)plastique

En appliquant la règle de normalité, le tenseur des vitesses de déformation
(visco)plastique est donné par 2 :

ε̇� p � �
1 � η � λ̇∂ f

∂σ� � �
1 � η � λ̇∂σ �∂σ� (3.210)

λ̇ est le multiplicateur plastique qui est obtenu soit par la condition de cohérence dans
le cas de la plasticité :

ψ̇ � �
∂σ �∂σ� : σ̇� � ∂σ �∂η

η̇ � Ṙ � 0 (3.211)

soit en appliquant la loi de fluage du matériau non–endommagé :

λ̇ � φ
�
σ � � R � 	 	 	 � (3.212)

Dans le cas où σ � ne dépend que de σM et σE on a :

∂σ �∂σ� � ∂σ �∂σM

∂σM

∂σ� � ∂σ �∂σE

∂σE

∂σ� (3.213)

soit dans le cas isotrope :

n� � ∂σ �∂σ� � ∂σ �∂σE

3
2

s�
σE

� ∂σ �∂σM
I� (3.214)

En particulier, la trace du tenseur n� vaut 3∂σ � � ∂σM et est non nulle ce qui correspond à
un changement de volume. Le vecteur

�
∂σ � � ∂σM � ∂σ � � ∂σE � correspond à la normale

aux surfaces σ � � constante dans le plan σM–σE . La composante ∂σ � � ∂σM corres-
pond donc au changement de volume et ∂σ � � ∂σE à la déformation de cisaillement
(figure 3.20).

Remarque : σ � peut être définie de façon implicite comme dans le cas du modèle
de Gurson. Pour calculer n� , on remarque que le calcul de ∂σ � � ∂σ� se fait à porosité
constante pour ψ � � 0 et ψ̇ � � 0, on a donc

δψ � � 0 � ∂ψ �
∂σ � δσ � � ∂ψ �

∂σ� : δσ� (3.215)

d’où :
∂σ �∂σ� ���

�
∂ψ �
∂σ � �

� 1 ∂ψ �
∂σ� (3.216)

Remarques : Dans le cas des modèles de Green et de Gurson, il n’y a pas de
changement de volume pour σM � 0 (cisaillement pur). Dans le cas de Rousselier

2Ecrire le coefficient de proportionnalité sous la forme
�
1 � η � λ̇ est une convention souvent utilisée. On

aurait pu écrire ε̇� p � λ̇n�
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n

Figure 3.20. Normale à la surface σ � � constante dans le plan σM–σE indiquant les compo-
santes de changement de volume et de cisaillement

(équation 3.201) on a toujours ∂σ � � ∂σM � 0 ce qui implique en particulier de l’en-
dommagement en cisaillement pur. Dans le cas de Cam–clay, les points correspondant
à une déformation de cisaillement pur sont placés sur la droite σE � � m

3 σM (droite
d’état critique [SCH 65], figure 3.19). Dans le cas du modèle de Rousselier, la compo-
sante en cisaillement de la déformation plastique n’est jamais nulle même pour un état
de chargement purement hydrostatique. Ce n’est pas le cas pour les autres modèles.

3.11.5. Evolution de la porosité

L’évolution de la porosité est obtenue à partir de la conservation de la masse. Soit
Vm le volume occupé par la matrice à σ� � 0� et Vt le volume total. Comme la quantité
de matrice est constante, V̇m � 0. Par ailleurs :

Vm � �
1 � η � Vt (3.217)

soit après dérivation :
� η̇Vt � �

1 � η � V̇t � 0 (3.218)

d’où :

η̇ � �
1 � η � V̇t

Vt
� �

1 � η � Tr � ε̇� p � (3.219)

Cette équation s’intègre facilement, et on obtient :

η � 1 � �
1 � η0 � exp � � Tr � ε� p � � (3.220)

où η0 est la porosité initiale. L’évolution de la porosité est donc, dans ce cas, entière-
ment contrôlée par la déformation plastique.
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3.11.6. Comportement élastique

Le comportement élastique des matériaux poreux est donné de façon classique par
la relation :

σ� � Λ�� � η � 	 	 	 � : ε� e (3.221)

Le tenseur Λ�� peut dépendre de la porosité. Toutefois, il n’y a pas de couplage entre

la cinétique d’endommagement et le comportement élastique comme dans le cas des
comportements endommageables présentés en ??. Dans le cas de la rupture ductile,
la porosité reste en général très faible de sorte que la dépendance de Λ�� vis-à-vis de la

porosité est souvent négligée.

3.11.7. Déformation plastique effective, écrouissage

On définit une déformation plastique effective, p telle que ṗ � λ̇. On considère
alors que cette quantité est représentative de l’écrouissage de la matrice saine. On
montre dans le cas des modèles de Green et Gurson que l’on a égalité de la puissance
plastique macroscopique et de la puissance plastique microscopique :

σ� : ε̇� p � �
1 � η � σ � ṗ (3.222)

Dans le cas du modèle de Green isotrope, il est possible d’exprimer ṗ en fonction du
tenseur des vitesses de déformation plastique comme :

ṗ � 1
1 � η

�
2

3C
ε̇� p � : ε̇� p � � 1

9F
ε̇p2

kk � 1 � 2

(3.223)

Dans le cas du modèle de Rousselier isotrope ṗ est égal à l’invariant de von Mises :

ṗ � λ̇ �
�

2
3 ε̇� p � : ε̇� p � . Il est à noter que cela n’est pas le cas pour les autres modèles.

Cette particularité est liée à la forme du critère de plasticité.

Le modèle de Cam–clay est un cas à part dans le sens où l’on considère souvent que
R � 0 de sorte que le matériau rompt dès qu’il atteint un état de contraintes en tension.
Pour modéliser une certaine tenue en cisaillement et en traction on peut utiliser une
valeur de R telle que : R � constante � pc.

La variation de p correspond à un écrouissage isotrope par le biais de R qui est
généralement une fonction de p. Le critère de plasticité s’écrit alors :

f
�
σ� � η � R � � σ �

�
σ� � η � � R

�
p � T � 	 	 	 � (3.224)

R peut dépendre d’autres paramètres comme la température mais pas de la porosité.
En effet, c’est une quantité relative à la matrice seule.

Ecrouissage cinématique : On notera quelques extensions des modèles pour
matériaux poreux (principalement dans le cadre du modèle de Gurson) au cas de
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l’écrouissage cinématique [MEA 85, BEC 86, LEB 95, ARN 97]. Ces extensions res-
tent pour l’instant peu employées.

3.11.8. Germination

Les matériaux contiennent en général des inclusions. Lors de la déformation, l’in-
terface inclusion/matrice, voire l’inclusion elle–même peuvent se rompre. Il apparaît
donc de nouvelles cavités : c’est le processus de germination. Pour rendre compte de
ce phénomène, on considère que la variation de la porosité est la somme d’un terme
de croissance et d’un terme de production lié à la germination. L’équation 3.219 est
alors remplacée par :

η̇ � �
1 � η � Tr � ε̇� p � � η̇g (3.225)

où le terme η̇g représente l’accroissement de la porosité lié à la germination. Ce terme
est purement phénoménologique, mais peut être ajusté à partir d’observations des ci-
nétiques d’endommagement des inclusions [DEV 97b, GUI 98]. On distingue trois
types de germination :

Germination contrôlée par la déformation plastique : Dans ce cas, η̇g est donnée
par :

η̇g � A
�
p � 	 	 	 � ṗ (3.226)

où A est un coefficient pouvant dépendre des variables du modèle.

Germination contrôlée par la contrainte : Dans ce cas, η̇g est donnée par

η̇g � Aσ̇ � � Bσ̇kk (3.227)

A et B sont encore des coefficients pouvant dépendre des variables du modèle.

Germination mixte : On peut enfin avoir à la fois une contribution des contraintes et
de la déformation sur la cinétique de germination. On définit alors une contrainte
efficace σc :

σc � ασ � � βσkk � H p (3.228)

η̇g est alors donnée par :

η̇g � C
�
σc � 	 	 	 � σ̇c (3.229)

où α, β, H et C sont des coefficients.

On utilise le plus souvent des lois de germination en déformation. Le cas où seule
la contrainte effective σ � intervient dans la loi de germination est équivalent, dans le
cas plastique, à de la germination par la déformation car σ � � R

�
p � est une fonction

de la déformation plastique. Le terme σkk dans les lois de germination en contrainte
peut poser problème car il peut diminuer (lors de la rupture les contraintes deviennent
nulles). Une solution consiste à ne pas prendre en compte σkk quand σ̇kk � 0.
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Figure 3.21. Courbes contrainte–déformation pour un matériau de Gurson : (a) traction uni-
axiale, (b) traction biaxiale. Les courbes en pointillé représentent la réponse du matériau non–
endommageable de von Mises.

3.11.9. Exemple

A titre d’illustration, considérons le modèle de Gurson. Les paramètres du modèle
valent :

q1 � 1 	 5 q2 � 1 	 0 (3.230)

η � ��� η si η � ηc

ηc � δ
�
η � ηc � si η � ηc

avec ηc � 0 	 002 � δ � 8 	 0 (3.231)

La porosité initiale vaut η0 � 0 	 001. Ces valeurs sont représentatives d’un acier au
carbone contenant des inclusions de MnS que l’on considère comme ayant une faible
cohésion avec la matrice et qui par conséquent agissent comme des cavités. La loi
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Figure 3.22. Courbes porosité–déformation pour un matériau de Gurson dans le cas de la
traction uniaxiale et de la traction biaxiale. La courbe en pointillé indique la valeur du coeffi-
cient ηc � 0 � 002.

d’écrouissage est donnée par :

R
�
p � � R0 � Q � 1 � e

� bp � (3.232)

avec R0 � 300 MPa � Q � 100 MPa � b � 40

La figure 3.21 représente les courbes contrainte–déformation pour un essai de traction
(figure 3.21a) et un essai de traction biaxiale (figure 3.21b). On constate dans les deux
cas que la contrainte chute du fait de l’endommagement. Le taux de variation de la
porosité vaut dans le cas du modèle de Gurson

η̇ �
3
�
1 � η � 2q1q2η � σ2� sinh

�
q2σM

2σ � �
2σ2

E � q1q2η � σMσ � sinh

�
q2σM

2σ � � ṗ (3.233)

Pour les faibles porosités (η � 1), la contrainte effective σ � est proche de σE et on
a :

η̇ �
3
2

q1q2η � sinh

�
q2σM

2σE � ṗ (3.234)

Dans ce cas, ṗ est proche de la déformation équivalente de von Mises : ṗ �� �
2 � 3 � ε̇� p � : ε̇� p � . On reconnaît dans l’équation précédente, le taux de triaxialité des

contraintes τ � σM � � 3σE � . L’endommagement lié à la croissance des cavités est d’au-
tant plus rapide que celui–ci est élevé. La figure 3.22 représente l’évolution de la
porosité en fonction de la déformation plastique p dans le cas de la traction uniaxiale
(τ � 1 � 3) et de la traction biaxiale (τ � 2 � 3).
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Annexe

Notations employées

A.1. Tenseurs

scalaire (ordre 0) a
vecteur (ordre 1) a
tenseur d’ordre 2 a�
tenseur d’ordre 3 a� ou a�
tenseur d’ordre 4 A��
tenseur d’ordre n (n � 4) A

�
n �

Produits contractés : 	 , :, ::, etc.

x � a 	 b x � aibi

x � a� 	 b xi � ai jb j

x� � a� 	 b� xi j � aikbk j

x � a� : b� x � ai jbi j

x� � A�� : b� xi j � Ai jklbkl

x � A�� :: B�� x � Ai jklBi jkl

Produits en croix :
�

,
�

, etc.

x� � a
�

b xi j � a jb j

X�� � a� �
b� Xi jkl � ai jbkl

X�� � a� �
b� Xi jkl � aikb jl

X�� � a� �
b� Xi jkl � ailbk j
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Tenseurs particuliers

1 tenseur unité : 1� , 1�� ou parfois I� , I��
J�� tenseur tel que : J�� : a� � déviateur

�
a� �

K�� tenseur tel que : K�� : a� � 1
3 Tr � a� � 1�

A.2. Vecteurs, Matrices

� v � vecteur (taille n quelconque)�
M � matrice (taille n � m quelconque)

Produits contractés

x ��� v � 	 � w � x � viv j� x � � �
M � 	 � v � x j � Mi jv j

x � �
M � :

�
N � x � Mi jNi j

Produits en croix

�
X � � � v � � � w � Xi j � viw j

A.3. Notations de Voigt

Pour noter les tenseurs d’ordre 2 et 4, ainsi que pour les représenter numérique-
ment, on utilise les notations de Voigt qui consistent à noter les tenseurs d’ordre 2
sous forme de vecteurs et les tenseurs d’ordre 4 sous forme de matrice. Pour noter
explicitement l’emploi d’une telle notation, on utilisera les conventions suivantes :

tenseur d’ordre 2 � a� �
tenseur d’ordre 4

�
A�� �
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Les notations de Voigt usuelles distinguent les tenseurs de déformation et de
contraintes (cas symétrique) :

ε� �
�������� �������

ε11

ε22

ε33

γ12 � 2ε12

γ23 � 2ε23

γ31 � 2ε31

� ��������������
et σ� �

�������� �������
σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31

� ��������������
(A.1)

On peut également utiliser une autre notation permettant de travailler sur l’algèbre des
tenseurs d’ordre 2 symétriques :

a� �
�������� �������

a11

a22

a33�
2a12�
2a23�
2a31

� ��������������
(A.2)

Cette solution permet d’avoir une notation uniforme. On vérifie en outre que :

a� : b� ��� a� � 	 � b� � (A.3)

Remarques

L’utilisation d’un langage de programmation–objet autorisant la surcharge des
opérateurs permet de manipuler directement des tenseurs [BES 98a]. La seconde no-
tation est beaucoup plus adaptée à cette méthodologie.

Les tenseurs d’ordres 4 doivent être écrits de manière différente selon le type de
notation employée pour les tenseurs d’ordre 2.
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Température, 39
Température variable, 351, 358
Théorie systématique, 244
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Thermodynamique, 19, 303
Transformations finies, 289, 376
Transports convectifs, 292
Travail plastique, 85, 87
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