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Formulation des problémes linéaires

Eléments discrets

Transformations finies

Algorithmes de résolution de problémes de dynamique
Intégration des lois de comportement

Résolution des problémes non-linéaires et réduction de
modeéle

Calculs cycliques et durée de vie

Indentification de lois de comportement, comparaison
essais/calculs

Changement d’échelle
Stabilité et localisation des déformations



Contexte
Motivations

¢ la méthode des éléments finis est un outils largement
utilisé par les ingénieurs des secteurs d’activités
proches de la mécanique,

e la puissance croissante des moyens de simulation
permet de modéliser des matériaux de plus en plus
complexes,

¢ les concepts doivent étre compris pour maitriser les
erreurs inhérentes a toute modélisation.

Obijectifs
e donner une présentation structurée de la mécanique
numérique des milieux continus,

e fournir des connaissances de base pour la modélisation
du comportement non-linéaire des matériaux.



Contexte
Objectifs
Remarques
sur les milieux
continus

Rappels sur le
PPV

Domaines 3D
Eléments finis

Bars and
Trusses

Formulation des équations d’un probleme d’élasticité

Remarques sur la théorie des milieux continus
Rappels sur le principe des puissances virtuelles
Domaines 3D élastiques

Théoréme de I'énergie potentielle

Théoréme de I'énergie complémentaire
Illustrations, étude de treillis

Objectifs de ces deux premieres séances de cours

e Rappeler les principaux concepts de la théorie des
milieux continus

e Insister sur la structure des équations



Remarques
sur les milieux
continus

e La puissance de la mécanique des milieux continus est
de pouvoir écrire les équations d’équilibre et de
comportement en adoptant un paramétrage tres
général de I'état du systeme étudié.

e Pas de probléme global sans continuité ! Il faut une
continuité des liaisons mécaniques pour obtenir un
probléme global.

e Pourquoi n'utilise-t-on pas la méthode des différences
finies ?



Remarques
sur les milieux
continus
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e avec une grille réguliere de nceuds il est difficile de tenir
compte des conditions aux limites,

AU  Uk(Xi1) — uk(x))
* Ox (Xip1/2) = Xt — X;

e utilisée en mécanique des fluides,
e trés répandue pour les fonctions du temps
_ Uk(tigr) — uk(h)
k ~
fiyr — 1




Rappels sur le

e Les conditions de conservation de la quantité de

mouvement dans un systéeme mécanique sont données
par :

Pi + Pe — Pa
pour tout champ de vitesses virtuelles continu

compatible avec les liaisons et pour tout systeme
mécanique,

avec par définition :

Pi = 0 pour tout mouvement virtuel de corps rigide.
P2 = 0 pour les transformations quasi-statiques.

En statique, pour qu’un probléme soit bien posé, il faut
une absence de mode de corps rigide compatible avec
les liaisons.



Contexte
Objectifs
Remarques
sur les milieux
continus

Rappels sur le
PPV

Domaines 3D
Eléments finis

Bars and
Trusses

Le milieu continu occupe un domaine Q c R3

espace 3D avec repére cartésien (xy, X2, X3)

V=VvVie + Ves + Vze3

| Figure
champ de déplacements u;

champ de déplacements connus uP appliqués sur
909,

champ de tenseurs de déformations infinitésimales ¢ ;
1 T
e=(V+Vu Q)

I'espace des champs cinématiquement admissibles
Kc(uP, 8QY), champs "réguliers" (€ H'(Q))
compatibles avec les liaisons ;

b surand}

@

kWP, 00%) ={ veH' (@) | v=u

champ de tenseurs de contraintes o ;

champ de vecteurs de forces surfaciques connues 0
appliquées sur Q! ;

champ de forces volumiques connues 0,



Domaines 3D

champs cinématiquement admissibles :
déplacements (displacements)

cinématique (kinematic) : déformations (strains)

loi de comportement (constitutive law) : élasticité
linéaire (linear elasticity)

équilibre des forces (balance of forces) : contraintes
(stresses)

conditions aux limites (boundary conditions) :
efforts imposés ou déplacements imposés

puissances virtuelles (virtual powers) : forme faible
(weak form) des équations d’équilibre,

énergie : théoremes de I'énergie, potentielle ou
complémentaire.



Domaines 3D

u c K(uP o0
1

e = E(V—I—VT)U

o = C:¢

Pi(v) +Pe(v) = 0 Vv e k(0,00

Conditions aux limites en déplacement et régularité (3
Relation cinématique(4)

Comportement linéaire élastique (5)

Equation d’équilibre (equilibrium equation) (6)




Encastrement (Encastre) :
u=0, ie. ui=0 Vi (7)

Surface libre (Traction-free surface) :
c-n=0 U,'jnj:O Vi (8)

Domaines 3D

Contact sans frottement (Frictionless sliding contact) :

u-n=u’ ti-c-n=0, th-oc-n=0, (9

Effort normal et efforts tangentiels imposés (Prescribed
normal and shear tractions) :

o-n = —pn+ gty + gt (10)

n.-oc-n=-p
t{-o-n=q
fp-o-n=gq;



Puissance virtuelle des efforts extérieurs connus

Pe(v):/fD-vdv+/ t . var
Q ot
Domaines 3D

Puissance virtuelle des quantités d’accélérations

Pa(v) = / pir-vav
Q
Puissance virtuelle des efforts intérieurs

Pi(v) = /QO' s e[v]dv



oc=C:¢ O'ij=Cijkl€kl

023 = Coz11€11 + Cogr2e12 + Cogizeis + Cogore21 + - - -

C - fourth rank order of the elastic moduli :

C=C,'jk/ e e xexxe

«O>» «Fr « > «
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ordre des modules élastiques :

C:C,'jk/ eReexxe

C tenseur des rigidités élastiques - tenseur du quatriéme

(13)

Domaines 3D Symétries de C:
 symetrie du tenseur de déformation ¢ : Cjiy = Cijjk
o symétrie du tenseur de contrainte o : Cjiy = Cji-

« existence d’'une énergie potentielle : Cjy = Cyj.
ce qui revient a :

€1:C:e0=65:C:¢q

Stabilite :




Notation standard

I11
T22
733
23
I31
T12

Notation de Voigt

11

733
023
31
712

Ci11g
Ci122
Ci1az
Cirz3
Ci131
Cir12

Cir22
Copop
Co33
Cop33
Coo31

Coz12

Ciss

Ca333
Ca323

Cas23

Cas23

Ci123
Copo3
Ca323
Ca323
Ca323
Caz12

Ci1a1

231
Cs331
Co331
Ca131

Cs112

«O» «Fr <

Citz
Co12
Cs312
Ca312
Ca112
Ciz12

€11

€22

€33
2e93
2e3q
2eqp

1

€22

£33
2ep3
2e3q
2eqp

v
a
it

(14)

(15)

DA



Contexte
Objectifs
Remarques
sur les milieux
continus

Rappels sur le
PPV

Domaines 3D
Eléments finis

Bars and
Trusses

Crystal Symmetry s, A st s¥s sty sty 5%
Sodium chloride 2.21 —0.45 7.83 0 0 0 0
Aluminium 1.59 —0.58 3.52 0 0 0 0
Copper 1.49 —0.63 1.33 0 0 0 0
Nickel 7.99 —0.312 8.44 0 0 0 0
Tungsten 0.257 —0.073 0.660 0 0 0 0
Sodium chloride 2.2 —0.6 8.6 0 0 0 0

Tin 1.85 0.99 5.70 1.18 —0.25 0 13.5

ADP 1.8 0.7 11.3 4.3 —141 0 16.2
Zinc 0.84 0.11 2.64 2.87 —0.78 0 0
Cadmium 1.23 —0.15 5.40 5.55 0.93 0 0
Quartz 1.27 —0.17 2.01 0.97 —0.15 —0.43 0
Tourmaline 0.40 —0.10 1.51 0.63 —0.016 —0.058 0

TAB.: Elastic compliances [10'°P4] in the Voigt notation for a

series of crystals at room temperature [Nye 1985].



Variation of tensile modul with spatial angle
Contexte

Objectifs

Remarques
sur les milieux
continus

TRICLINIC
Rappels sur le

Domaines 3D

Eléments finis MONOCLINIC

Bars and / \ \ \

Trusses TRANSVERSE
ISOTROPIC TRIGONAL TETRAGONAL ORTHOTROPIC

h
7

austenite

ISOTROPIC

TiN



C tenseur des rigidités élastiques (Stiffness) et S tenseur
des souplesses (Compliance)

o=C:¢ e=S8:0.

Domaines 3D Cit Cip Crp2 0 0 0
Cii Cia 0 0 0
S Ciy 0 0 0
1
—(Cy1 — C 0 0
5(C11 = Cr2) 1 (16)
—(Cy1 — C 0
5(C11 = Ci2) 1
—(Cy1 — C
5(C11 — Ci2)

Cii = Ao + 1(didj + 0irdjk)

—v (1+v)

Sijp = 5 Jii0k + 7(5/'/(5// + 0jidjk)



A
Ap V=m, (17)
vE -

Q>



u o

! !
Domaines 3D

e=3V+VNU «— Cie=0 «— PiV)+Pe(v)=0

u|gs = uP Vv € K(0,009)
K(uP, 00 S(fP, tP, 00
champs champs
cinématiqguement admissibles statiquement admissibles

Pour une approche en déplacement, on élimine o des
équations du probléme de mécanique.



Trouver u € K(uP,0Q9) tel que :

. . — D. p— D- f—
/Qs[v].C.e[u]dv /Qf vav /amt vdr =0 (19)

Vv e K(0, SP)
Puis calculer o par la relation de comportement :

o=C:elu

DA



Pour v e K(uP,0Q°)

Up(Vv) = /9%6[‘,] :C:eg[v]av

- /v-fdv—/ v-tPds.
Q aqt

DA



Domaines 3D

Pour s € S(f°, tP, 0Q1)

* 1 A —1 .
Up(s) = 2/QS.C :sav (20)

+ / uP . (s-n)ds.
900

Propriété :

Up(u) = Up(o). (21)
u e K(uP,00% o e S(fP 1P, 00!




Domaines 3D

u solution of a regular thermoelastic problem minimises the
strain energy potential over all kinematically admissible dis-
placement fields :

Up(V) > Up(u) Vv e K(uP,099). (22)

o solution of a regular thermoelastic problem maximises the
complementary energy potential over all statically admissible
stress fields :

Us(o) > Uy(s) Vs e S(FP 1P, a0"). (23)




Proof
® Convexité de I'énergie potentiel :

tUp(V)+(1 —D)Up(u) > Up(tv+(1—tyu) Vi € [0, 1]

vv
® Développement de Taylor autour de
A=0:

dtdp(v)+(1—dt)Up(u) > Up(u)+{dt (v — u), DUp(u)) VdXx >0 Vv

tf(u) + (1 -t) f(v) -4

f(v)
ftu+ (@2 -t)v)

-

L__—

f(u) + D[u](v — u)

f(u)

tu+(1-tv

«0O>» «F»r «
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Le paramétrage des déplacements s’effectue en choisissant
un sous-espace de dimension finie de KC(u?, 9Q9)

e solveur FFT, utilisation de séries
Domaines 3D e approche en énergie : méthode de Ritz-Raleigh /
Galerkin

e méthode des éléments finis (Finite Elements), XFEM
(Extended FE Method)

e méthode des éléments naturels (Natural Element
Method)

e méthodes sans maillage (meshless methods)

e méthodes de réduction de modéle

ZW: = [wX)la] [o] eR"



Domaines 3D

The approximate solution u? € K4 ¢ K(uP, Q%) minimises
the strain energy potential over the subset K4 of admissible
displacement fields, i.e. :

u” = arg minip[v].
vea

W.
W
RS




Displacement field and unknowns :

M
via] = Z amWm, [o] = [0, ap,...,ay]T € RM
m=1

Domaines 3D

potential strain energy
1
Up(V[a]) = E[a]T K-[o] - [8]" - [a].
with stiffness matrix :

Kme = / e(wn): C:e(wy)av m¢=1.M
Q

® positive definite
® symmetric



Domaines 3D

[a] = arg minUp(v[a])
[o]eRM

Potential strain energy

Up(vlo]) = lod” - K -[o] - 8] - [a].

Equation
K [a] —[8] =[0] (24)
M
u=ula] = Z amWm, (25)
m=1




e basis functions of L2(Q)
e polynomials - K full matrix and badly conditioned

aEiiEs &0 (unstable numerical inversion) :
degreen \ eigenvalues
3 597. 3.52 0.23
5 9148. 150. 2.81 0.28 0.01
7 1.19107 9329 ... 1.1072 4.107%
9 1.4810° 665281. ... 7.107% 1.107%

e sin, cos - particular domain, K full matrix
e finite elements
e polynomials
e domain partition — continous on subdomains



EF = Rayleigh-Ritz/Galerkin avec une interpolation de
déplacements nodaux u;(Xm).
u € Ka(uP,0Q9) si et seulement si u € K(uP,009) et

M
u(x).e; = > qiram—1)Nm(x),

m=1

Ui(Xm) = Qit3(m-1)

Eléments finis

n=3men3D

uj

e Oy — Qquand h— 0
e a— Kquand h— 0



Trouver u € K4(uP, 009 tel que :

. . J— D. p— D- =
/Qe[v].C.a[u]dv /Qf vav /mtt vdr =0 (26)

Eléments finis

Vv € K4(0, SP)

Equations discrétisées :

[K].[q] = [F]
[P).lq] = [q]°

On peut montrer que :

[K] = [B]"[C][B]



@ node

@ Gaussian integration point

nodes
[ul —[B]—
] — 1B~

Gauss points for integration
[¢]
[o]

«0O>» «F)»r « =

<
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Continous

u

e=5V+VHu —

!

Ce=0 «—— Pj(v)+Pe(v)=0
u € Ka(uP, 009 Vv € K4(0,00Q9)
Discrete

] o]

! !

fD
=18l — (Clll=lo] — 8]~ }o |
Pl [u] = (1]

DA



e similar structure in all frameworks
e adjoint differential operator «—— transpose matrix

e unique solution due to convexity, i.e. positive
definiteness of the energy

Eléments finis



Contexte
Objectifs
Remarques
sur les milieux
continus

Rappels sur le

Domaines 3D
Eléments finis

Bars and
Trusses

Crane and Bridge

nanocrystalline Ni around a ra-

pid prototyped acrylic photopo-
lymer micro-truss (Glenn D. Hib-

bard - U Toronto)



truss = assembly of m linear elastic bars
connected through n nodes

2D space under cartesian coordinates (x, y)

vV = VXeX + Vyey

s Figure
L and ¢ : initial and actual length

: direction (unit vector)
: nodal displacement
ellongation

strain

:internal force

: stress

external nodal forces

® 6 6 06 0 0 0 0
- Qq o 0 0 s Q

«0O>» «F»r «



kinematics : ellongation / strains

constitutive law : linear elasticity
balance of forces : stresses / imposed tractions

Bars and
Trusses

virtual power : weak form of balance

energy : minimum and maximum principle
boundary conditions : imposed displacements



Figure
€ =1I{p—Lp=

d-(uj—u)

Uix
. . . U,'y
cosfp  sinfp —cosfp —sinfp -

U/'x
Yy

«0O>» «F)»r « =

<

it
v
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The nodal displacement field can :

¢ include information about the encastred nodes, as
tacitely done up to now, or

e consider the truss as free and consider an additional
constraint for the displacement field :

Bars and D
Trusses Pu=u (30)

Ukx
Uky

oo
co
oo
oo
P
Il
—
IO
_
)



End traction :

t?) — s,n
Balance of forces :

Zspnp = f,‘

(32)
pEi
A's = f (33)
. Sp
tix cos. 0p - ct;s 0q = ct;s 0q -
ty | sin 6p —sinfq —sinfg sq-
Sr+

«O>» «Fr « > «

>
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Bars

EA
s=ce=—e

L
1D bar internal forces vs. 3D stresses

S e
o= e=— o=Ee
A L
59 €4
cg 0 . 0
sp | = o - Cp . 0
. 0 . 0
Sm

em

«0O>» «F)»r « =

<

(36)
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f (37)
Ku f (38)
Structure of the equations :
u s
| |
(39,
e=Au — Ce=s — Als=Ff
kinematically

admissible fields

statically
admissible fields

DA



K=ATCA
K - stiffness matrix

» symetric, (existence of an energy potential)
e positive definite (stability of the structures)

«0O>» «F)»r « =

<
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Pea(v) = flv. = > flv (40)
ienodes
Pu(v) = —s'elv] = Y -si-e (41
A ienodes
Trusses
Theorem : Principle of virtual power
Pext(v) + Pint(v) =0 Yv
e balance : e Virtual power :
ATs=f (42) (ATs)Tv=FfTv  Vvv(43)



’
Up(u) = éuTKu—fTu

1
— —_e'Ce—fu
2
Bars and
Trusses

Theorem : Minimum Principle for the Energy
At equilibrium the vector of nodal displacements u mi-

nimizes the potential energy U, over all admissible dis-
placements fields :

u = arg minl,(u’)
ueC




At equilibrium the vector of internal tensile forces s
maximizes the complementary energy U over all stai-
cally admissible fields

Bars and
Trusses

. 1 7~
Us(s) = —§sTC 's (46)

s’ admissible, i.e satisfying the balance of forces :

A's = f




Bars and
Trusses

Theorem : Minimum Principle under displacement
constraints

At equilibrium the vector of nodal displacements u mi-
nimizes the potential energy U, over all admissible
displacements fields, i.e. subject to the kinematical
constraint : Pu = uP :

u = arg minUp(u’)
u'ec(UP)

The associated Lagrangian fonctional is defined as :

L(u,A) = Us(u) + AT (Pu . uD) (47)




Bars and
Trusses

Lagrangian functional

L(u,X) =Uy(u)+ AT (Pu - uD)

saddle point of Lagrangian functional :

oL oL

w0 a0
K PTl[ul [ f
P 0 A | WP




Bars and
Trusses

quadratic energy conducts to linear system of
equations

energy is well defined

natural symmetry of the structure of equations with :
kinematically and statically admissible fields

natural solution looks like finte difference equations
between the nodes
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